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Variedades de Riemann e Finsler

Definigdo 1 (Variedade)

Um subconjunto M C R™+¥ & uma variedade mergulhada se &
localmente descrita por graficos locais.

Figura: M = {x € R3| (\/x? +x2 —3)® + x5 =1}
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Defini¢do 2 (Espago tangente)

O espaco tangente T,M é o espaco vetorial das velocidades o/(0) das
curvas o : (—€,€) = M com a(0) = p. TM = Upecpm TpM o fibrado
tangente de M

&' (0)
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Defini¢do 3 (Métrica Riemanniana Induzida)

Paracada pe M, e V = (vi,v2,v3), W = (w1, wp, w3) € T,M (vetores
tangentes a M em p € M) podemos definir um produto interno (chamado
métrica em p) em T,M

gV, W)= (V,W) =viws + vows + va3w3

Figura: [IX|| = /g,(X, X)
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|
Definicdo 4 (Norma de Randers)
R(v) = \/g(v,v) + g(v, ) em que g & uma métrica Riemanniana, e

- =

\&(B,6) < 1.
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|
Definicdo 4 (Norma de Randers)
R(v) = \/g(v,v) + g(v, ) em que g & uma métrica Riemanniana, e
V&(B.8) < 1.

Note que: (para A > 0)

R(W) = /g(Av, \v) + g(Av, B) = A(V/& (v, v)) + Ag(v, ) = AR(v)
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Definicdo 4 (Norma de Randers)
R(v) = \/g(v,v) + g(v, ) em que g & uma métrica Riemanniana, e
V&(B.8) < 1.

Note que: (para A > 0)
R(W) = /g(Av, \v) + g(Av, B) = A(V/& (v, v)) + Ag(v, ) = AR(v)
R(v) = Va(v,v) +&(v,B) # R(=v) = Vg(v,v) — g(v. )
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|
Definicdo 4 (Norma de Randers)
R(v) = \/g(v,v) + g(v, ) em que g & uma métrica Riemanniana, e
V&(B.8) < 1.

Note que: (para A > 0)
R(W) = /g(Av, \v) + g(Av, B) = A(V/& (v, v)) + Ag(v, ) = AR(v)
R(v) = Va(v,v) +&(v,B) # R(=v) = Vg(v,v) — g(v. )

Defini¢do 5 (Norma Finsleriana)

Uma variedade M é dita uma variedade Finsler se para cada espaco tangente
existe uma norma de Minkowski:

(1) F: TM — R with F(Av) = AF(v) para A > 0;

2) g (u,w)= %as;th(v + su + tw)|s=t=0, & uma métrica.

= =
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Distancia e geodésicas

Seja || - || a norma Riemanniana y/g(-,-) ou a norma Finsleriana F(-). A
distancia entre dois pontos é definida como:

d(p, q) = inf Z,-ft,"ﬂ |a(t)||dt em que « : [0,1] — M é uma curva suave
por partes com «(0) = p e a(1) = q.

Note que no caso de uma norma Randers d(p, q) # d(q, p).
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Distancia e geodésicas

Seja || - || a norma Riemanniana \/g(+,-) ou a norma Finsleriana F(-). A
distancia entre dois pontos é definida como:

d(p,q) =inf)"; ftH |a(t)||dt em que a: [0,1] — M & uma curva suave
por partes com a(O) =pea(l)=q.

Note que no caso de uma norma Randers d(p, q) # d(q, p).

Defini¢do 6 (Geodésica)

Uma curva suave parametrizada por comprimento de arco v : | — M é dita
geodésica se ela minimiza a distancia localmente, i.e, para cada sp € /
existe € > 0 tal que d(v(s0),7(s)) = [, [V (t)lldt = s — o para

s € [s0, 50 + €.
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Distancia e geodésicas

Defini¢do 6 (Geodésica)
Uma curva suave parametrizada por comprimento de arco v : | — M é dita
geodésica se ela minimiza a distancia localmente, i.e, para cada sp € /
. o s / o .
existe € > 0 tal que d(v(s0),7(s)) = st 17/ (t)||dt = s — sp para
s € [s0, 50 + €.
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Equacdo de Newton

Proposi¢do 7 (Métrica de Jacobi)

Seja vy a solucdo da Equacdo de Newton (v"(t))" = —(VU)T numa
variedade Riemanniana com métrica induzida (M, go) tal que a fungdo
potencial U é limitada superiormente (U < c). Entdo vy é geodésica
da métrica de Jacobi (c — U)gy a menos de reparametrizacao.
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Geodésicas em norma de Randers

Alternativamente, norma de Randers pode ser definida como:
R(v) = h(v — R(v)W)
onde h € uma norma Riemanniana e W é um campos vetorial tal que
h(W, W) < 1(chamado vento).
O par (h, W) é chamado data de Zermelo, em T,M:
BR(0) = BI(0) + €W,

Figura: Vide S. Markvorsen, A Finsler geodesic spray paradigm for wildfire spread
modelling, Nonlinear Anal., Real World Appl. 28 (2016) 208-228.
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Teorema 8 (1)

Considere a norma Randers R com data de Zermelo (h, W) em M, tal que
W é um Campo de Killing (i.e., um campo vetorial cujo fluxo é uma
isometria). Seja oo : | C R — M uma geodésica parametrizada por
comprimento de arco na variedade Riemanniana (M, h).

Entdo 5(t) = p¢(c(t)) é uma geodésica Randers parametrizada por
comprimento de arco, em que ¢ € o fluxo de W.

B(to)

t— B(t) toW

t— aft) a(ty)

Figura: [1]: P. Foulon and V. S. Matvee, Zermelo Deformation of Finsler metrics,
Electronic Research Announcements, V. 25 (2018), 1-7
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Exemplo de Katok em S?

Figura: Geodésica Randers na esfera, obtida com data de Zermelo (h, W) onde h

é a métrica Euclidiana induzida na esfera S% e W é uma rotacdo com velocidade
irracional L

angular irracional 7

T [ T PN @I T S WS IE RISV Conectando Geometria de Finsler e Meca Dezembro 2021 9/17



Distancia e paralelismo para a frente

Dado f : M — R a partigio F = {f~1(c)} & chamado paralela para
frente se para ¢g < ¢

x € f Y a)N CHFf He)) = F(ca) c CHFf Ha))

@)

Figura: f(x) = d(0, x) Figura: f(x) =-d(0,x)
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Teorema 9 (3)

As frentes de ondas s3o pre-imagens da func3o distancia relativo a sua
fonte. Ou seja, f(x) = d(A, x), entdo as frentes de ondas sdo f~1(c).

© @

Figura: Huygens: cada ponto de uma
frente de onda possui a funcionalidade
de uma nova fonte pontual

Figura: Markvorsen: Modelo para
incéndio (com vento fraco)

[3] H.R. Dehkordi and S. Alberto, Huygens? envelope principle in Finsler spaces and
analogue gravity. Classical and Quantum Gravity 36.8 (2019): 085008.
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Funcdo transnormal: generalizando a funcdo distancia

Defini¢do 10

Dado uma variedade de Finsler (M, F) Uma fungdo suave f : M — R é
chamada F-funcdo transnormal se

F(Vf)? = b(f)

onde b é continua.

o f(x,y) =/x2+y2— |VFf(x,y)|> =1, entdo b= 1.
o f(x,y) =x%+y%— |VF(x,y)|? = 4(x*> + y?), entdo b(z) = 4z.
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Funcdo transnormal: generalizando a funcdo distancia

Defini¢do 10

Dado uma variedade de Finsler (M, F) Uma fungdo suave f : M — R é
chamada F-funcdo transnormal se

F(Vf)? = b(f)

onde b é continua.

o f(x,y) =/x2+y2— |VFf(x,y)|> =1, entdo b= 1.
o f(x,y) =x%+y%— |VF(x,y)|? = 4(x*> + y?), entdo b(z) = 4z.

Observacdo 11
o df() = gvr(VF, ) J
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Comentario Extras: Em que condicées os conjuntos de nivel sdo paralelos
para frente e para tras, ou seja F = {f~1(c)} é uma particio de Finsler?
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Comentario Extras: Em que condicées os conjuntos de nivel sdo paralelos
para frente e para tras, ou seja F = {f~1(c)} é uma particio de Finsler?

Teorema 12 (Em andamento-IC FAPESP)

Seja (M, F) uma variedade de Finsler conexa, compacta analitica e
f: M — R uma fungdo F-transormal analitica com f(M) = [a, b].
Suponha que os conjuntos de niveis sdo conexos e a, b sdo os (nicos
valores singulares de [a, b]. Entdo:

(a) os conjuntos f~1(a) e f~1(b) sdo subvariedades.

(b) os conjuntos sdo equidistantes, ou seja F = {f1(c)} é uma
folheac3o de Finsler

[2] M. M. Alexandrino, B. O. Alves, H. R. Dehkordi, On Finsler
transnormal functions, Differential Geometry and its Applications Volume
65, 93-107 (2019)
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Equacdo de Newton

Proposi¢do 13 (Métrica de Jacobi)

Seja vy a solucdo da Equacdo de Newton (v"(t))" = —(VU)T numa
variedade Riemanniana com métrica induzida (M, go) tal que a fungdo
potencial U é limitada superiormente (U < c). Entdo vy é geodésica
da métrica de Jacobi (c — U)gy a menos de reparametrizacao.
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|deia da prova da Métrica de Jacobi

o Existe ¢, tal que se oy, ap sdo
solugBes dos fluxos Xy, , X,
respectivamente, as = a3 0 .

. " @ Aplicar o resultado aos
Hi (a) = H, (@) Hamiltoneanos:

o Entdo, os gradientes simpléticos
sao mdltiplos, ou seja:
X (2) = M2)Xhy (2)
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Teorema 14 (1)

Considere a norma Randers R com data de Zermelo (h, W) em M, tal que
W é um Campo de Killing (i.e., um campo vetorial cujo fluxo é uma
isometria). Seja oo : | C R — M uma geodésica parametrizada por
comprimento de arco na variedade Riemanniana (M, h).

Entdo 5(t) = p¢(c(t)) é uma geodésica Randers parametrizada por
comprimento de arco, em que ¢ € o fluxo de W.

B(to)

t— B(t) toW

t— aft) a(ty)

Figura: [1]: P. Foulon and V. S. Matvee, Zermelo Deformation of Finsler metrics,
Electronic Research Announcements, V. 25 (2018), 1-7
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|deia da prova do Teorema sobre Geodésicas

@ Pelas propriedades de fluxo e regra da cadeia tem-se que a derivada de

B e B(t) = Wipe(a(t)) + @ec (1),
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|deia da prova do Teorema sobre Geodésicas

@ Pelas propriedades de fluxo e regra da cadeia tem-se que a derivada de
Be B(t) = Wipe(a(t) + prea(2).

@ Como ¢ preserva h e W, prova-se que preserva R. Assim:

R(W(pe(a(t))) + pecc (1)) = R(W(a(t)) + (1)) = h(e/(t))
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|deia da prova do Teorema sobre Geodésicas

@ Pelas propriedades de fluxo e regra da cadeia tem-se que a derivada de
B e B(t) = W(gealt)) + prec(£).
@ Como ¢ preserva h e W, prova-se que preserva R. Assim:

R(W(pe(a(t))) + pecc (1)) = R(W(a(t)) + (1)) = h(e/(t))

e Entdo, [ é parametrizada por comprimento de arco em relacido a R e
a seguinte igualdade é verdade:

[ hla'(ende = [ RG (et
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|deia da prova do Teorema sobre Geodésicas

@ Pelas propriedades de fluxo e regra da cadeia tem-se que a derivada de
B e B(t) = W(gealt)) + prec(£).
@ Como ¢ preserva h e W, prova-se que preserva R. Assim:

R(W(pe(a(t))) + pecc (1)) = R(W(a(t)) + (1)) = h(e/(t))

e Entdo, [ é parametrizada por comprimento de arco em relacido a R e
a seguinte igualdade é verdade:

[ hla'(ende = [ RG (et

@ Como « é geodésica, minimiza localmente a distancia, ent3o:

dr(0,¢e(p)) < dn(0, p)
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|deia da prova do Teorema sobre Geodésicas

@ Pelas propriedades de fluxo e regra da cadeia tem-se que a derivada de
B & f(t) = W(pe(a(t))) + pecc(2).
@ Como ¢ preserva h e W, prova-se que preserva R. Assim:
R(W(ee(a(t))) + penc(t)) = R(W(a(t)) + &/ (t)) = h(d/(t))
e Entdo, (3 & parametrizada por comprimento de arco em relacdo a R e
a seguinte igualdade é verdade:

[ #la'(ende = [ RE' (et
@ Como « é geodésica, minimiza localmente a distancia, ent3o:

dR(Ov Qoe(p)) < dh(of P)

@ Constréi-se um argumento semelhante, considerando h norma com
data (R, —W) obtemos que [ também minimiza distancia localmente,
logo é geodésica.
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