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Motivacdo

@ O Teorema de Slice é classico para Grupos de Lie de dimens3o finita e
permite estudar estrutura local das folhas da ac3o.

e Demonstragdo original desta versdo do Teorema (Ebin 1970) é mais
analitica envolvendo Espacos de Sobolev. O Survey (D. Corro, J.-B.
Kordass 2021) propde uma demonstragdo mais préxima da feita em
dimens3o finita.
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Introdugdo

Consideracdes Inciais

@ M sera uma variedade compacta (orientavel) de dimens3o finita.

@ G um Grupo Topoldgico Hausdorff (Grupo de Lie de dimens3o finita).

(X, d) Espago Métrico com d, distdncia G—invariante, e G age
propriamente em X. Entdo, para cada p € X existe
fp : G/Gp — G(p), homeomorfismo G-equivariante.

o R(M) CT(S?T*M) e T,R(M) =T (S2T*M).

Diff(M), tal que u(p,g) = (¢ 1)*g. Diff(M)z = Isom(g).

LIE(Diff(M)) = X(M). X € X(M), exp(X) = ®X(1).
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Teoremas

Teorema de Slice

Teorema 1 (Teorema de Slice)

Dada uma métrica Riemanniana g € R(M), existe uma subvariedade
Sg C R(M) contendo g tal que:

(i) Para todo ¢ € Diff(M),, temos que ¢ - Sg C Sg.

(i) Se ¢ € Diff(M) é um difeo tal que p - Sy N Sg # (), entdo
¢ € Diff(M)g.

(iii) Existe uma vizinhanga aberta U da identidade na classe lateral
Diff(M)/ Diff(M)g, e uma secdo x : U — Diff(M), tal que a funcio
F: U x S5g — R(M) dado por

F(u,s) = x(u) - s,

é um homeomorfismo com uma vizinhanca aberta de g € R(M).
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Teoremas

Teorema 2 (Teorema B)

Dada uma métrica Riemanniana g seja Sy o Slice passando por g. Ent3o,
uma vizinhanga fechada da orbita Diff(M)(g) C R(M) é homeomorfa a

Esse teorema nos permite descrever vizinhancas da érbita, que podem ser
pensadas como uma vizinhanca tubular topoldgica equivariante.
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Espaco de Moduli de Métricas

Teorema 3 (Ebin 1970)
Se dim(M) > 1, o subespago Ri,(M) C R(M) é aberto denso.

Ideia da Prova que é Aberto.

@ Aceitando que a existéncia de g € Ry, (M) temos vizinhanca aberta Ug
para cada g e vizinhanga aberta da identidade W)y C Diff(M).

@ Por (iii) do Slice, existe ¢ € Wiy tal que para g’ € Uy e s € S, temos
s=p-g.

@ Entdo para ¢ € Isom(g’) temos (p o ¢’ o p~1)(s) = s, pela propriedade (ii)
do Slice temos (¢ o ¢’ 0 ¢~ 1) € Isom(g). Como ¢’ & arbitrario:

wlsom(g') ™! C Isom(g)
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Espaco de Moduli de Métricas

Teorema 3 (Ebin 1970)
Se dim(M) > 1, o subespago Ri,(M) C R(M) é aberto denso.

Corolario 4

T(Reriv(M)) é aberto denso de My4(M) e admite estrutura de Fréchet e
Riemanniana.
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Preliminares

Espaco de Fréchet

Definicdo 5

Espaco de Fréchet F é Espaco Vetorial Topolégico que satisfaz:
(a) (localmente convexo): (F,|| - ||lach),
fy > f < ||fk — f|la =0,Va € A.

(b) (Hausdorff): ||f|lo =0,YVa e N = f =0.

(c) (Metrizavel): Hausdorff + (|A| < |N|) = Metrizavel.

—k_|If=
d(f,g) = %02 k% f.eck

(d) Completo.

e Exemplos: C*>°(M),T(E). (Topologia C*°, lembre-se M é compacto.)
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Preliminares

Métrica Riemanniana o em R(M)

0 S, T e T,R(M)XT(S2T*M),
0g(5,T) = /Mtrg(S, T)dvol(g) = /MgUS,-/g”"Emdvo/(g)
Obs: Estrutura Riemanniana Fraca, pois I'(S?T*M) ndo é completo.
o E Diff(M) — invariante.

o Existe exp Riemanniana de 0. exp? : TR(M) — R(M) existe em
toda direcio.

e Existe vizinhanga normal para cada g € R(M).
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Preliminares

Decomposicdo Ortogonal

o Lembre-se que: (u€). : X(M) — T,R(M) = T(S2T*M) é tal que
X — E_X(g).

o Temos que: 04(Lx(g),S) = 2g(X’, divg(S))
e Prova-se que T,R(M) == T,(Diff(M)(g)) ® Ker(divg)

e E possivel provar que Diff(M) ~ R(M) & prépria.
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exp? é Diff (M)—equivariante

o(VxY,Z)=Xo(Y,Z)+ Yo(Z,X)— Zo(X,Y)
—o(X,[Y,Z]) —o(Y,[X,Z]) + o(Z,[X, Y])

Define-se Conexdo de Levi-Civita em R(M). (VxY poderia ndo
existir pois TgR(M) ndo é completo.)

Por conta de exp? a conex3o existe, entdo pela férmula ela & Gnica.

Como o é Diff(M) — inv e a conexdo é Gnica, entdo V é
Diff(M) — inv.

Entdo Diff(M) leva geodésica em geodésica.

Entdo, exp” é Diff(M) — equi. (Também Isom(g) — equi.)
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Ideia da Demonstragdo

Construcdo do Slice

Seja B C TR(M) aberto tal que exp? é difeomorfismo com
vizinhang¢a da diagonal em R(M) x R(M).

Seja By := BN TgR(M) aberto das coordenadas normais.

° BgL = Bg Nvg(Diff(M)(g)).

Vg5 C Bg% vetores de norma menor que J ortogonais ao espaco
tangente da 6rbita no ponto g.

o expg (V) € o nosso desejado Slice S; := expg (V).
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|deia da Prova de (i)

e Como exp? é Isom(g) — inv, se -y é geodésica ortogonal a érbita,
entdo -y é geodésica ortogonal a orbita.
e Como ¢ fixa g entdo ambas as geodésicas comecam no ponto g.

@ A distancia é preservada.

@ Como V, s tem todas as direces ortogonais e com médulo menor que
delta.
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|deia da Prova de (ii)

o Tome h,FGS , t.q. @-h:F,w-g;&g.
e Note que: d(g,p-g) < 24.
e Para § pequeno, ¢ - g € expg(Bg).

e Lema(Corro, Kordass): Existe vizinhanca da secdo nula B+ C vR(M)
tal que exp"|(DifF(M)(g)’§L) é injetora com codominio R(M). (para B
possivelmente menor que que B).
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Ideia da Demonstragdo

|deia da Prova de (iii) e Teorema B

@ A prova de ambos os teoremas é igual ao caso de dimens3o finita
(portanto usa necessariamente que a agdo é prépria).

e Diff(M) — Diff(M)/Diff(M)g & um Diff (M),—Fibrado Principal
(Lembre-se que Diff (M)g =2 Isom(g) que é Grupo de Lie de dim. fin.)

e Diff(M)/Diff (M), & homeomorfo a érbita Diff (M)(g).
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