Pq e n3o tem integral elementar?
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Introdugdo Oq sdo fungdes elementares?

Oq s3o funcdes elementares?
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G5 ezi db &
Oq é Teoria de Galois?

@ Polinémios de grau < 4. @ Sophus Lie.

o N3o tem pra grau 5. o Equacdes Diferenciais +»
(Abel,Rufini.) Polinémios.

o x?—2 e f =0 x=0

o x?—2 o f"=0<x>=0

o x3-2 o f —f=0<x-1=0

o x® -2 o f"+f=0¢x>+1=0

o 7?7 o ()" +(x)(F)P=07
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Oq s3o Anéis, Corpos e Algebras?

@ Um Anel é uma tripla (R, +, ) tal que:

(R,+) é comutativo, associativo, existe inverso e existe 0.

(R, -) & associativo.

(R, +,-) tem distributiva.

Nosso anéis serdo todos comutativos e com unidade.(caracteristica
zero.)

@ Um Corpo é um anel comutativo com unidade (K, +, -) tal que:
(K*,-) tem inverso
@ Uma Algebra é uma quintupla (A, +, -, K, -k) tal que:
o (A, +,-) é Anel.
e K é Corpo.
o (A K,+, k) é espago vetorial sobre K
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[DIVOIVEY EELETEWA RIS SERCRSIEWAGITEI  Anéis com Derivagdo

Anéis com Derivacdo

Definition
Seja R um anel. Uma derivagcdo em R é uma aplicagio D: R — R que é
Aditiva (Ad) e respeita a Regra de Leibniz (RL). Ou seja, Va; b € R:

(Ad) D(a+ b) = D(a)+ D(b).
(RL) D(ab) = aD(b) + D(a)b.

Proposicdo

0 D(1) = 0.
D(x") = nx""D(x).
D(y 1) =29 = —D(y)y2.
()5/) yD(X)ysz( )
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[DIVOIVEY EELETEWA RIS SERCRSIEWAGITEI  Anéis com Derivagdo

Anéis com Derivacdo

Definition

O conjunto de constantes de R (denotado const(R)) é o kernel de D. Ou
seja:

const(R) = {a€ R| D(a) = 0}.

Definition
Uma extens3o diferencial de anéis de R &€ um anel diferencial E tal que,
R C E e De(a) = Dg(a).

Example
o Seja C((z)) as séries de Laurent formais com coeficientes em C.
o C(z) & um sub-anel diferencial de C((z)).
@ Derivagdo usual: D(z) =1,D(z9) =0,z € C.
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[DIVOIVEY EELETEWA RIS SERCRSIEWAGITEI  Anéis com Derivagdo

Anéis com Derivacdo

Definition

Um homomorfismo de anéis diferenciais € um homomorfismo de anéis
¢ : R — E tal que ¢ comuta com as deriva¢des dos anéis, ou seja, o
seguinte diagrama comuta:

)
By

®
m=<——-22
-}

Example

° ¢ (Clx.yl, %) = (Cly. %], )
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[DIVOIVEY EELETEWA RIS SERCRSIEWAGITEI  Anéis com Derivagdo

Anéis com Derivacdo

Definition
Seja | C R um ideal de R. | & um ideal diferencial se Dg(l) C I. J

Se | = (X), D(X) C (X), entdo R/l anel diferencial com a derivagdo
DR/[(3+ I) = DR(Q) + /.

Example

o (Clx,yl ) I=(y—1).
o (C[x,yl], %), I = (x —1). Ndo Exemplo.
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[DIVOVET R ETEWA RIS SERCRIEWGISEI  Operadores Diferenciais

Anéis de Polindmios Diferenciais

Definition

O anel de polinémios diferenciais sobre R na varidvel Y é:
R{Y}:=R[Y") |ic0,1,2,..]. Sua derivagdo & extensio da derivada em
R tal que D(Y()) = y(i+1),

Definition

Um operador diferencial linear homogéneo sobre R sdo os elementos

L € R{Y} tal que o grau dos monémios de cada uma das variaveis Y() &
no maximo 1.

Todo L pode ser escrito como:

L=> aY;aeR
ieN
Se a; = 0,Vi > ¢, diz-se que a ordem de L & /.
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Derivadas para Algebristas e seus Anéis Operadores Diferenciais

Anéis de Polindmios Diferenciais

Definition

Seja K{Y}1 o conjunto dos elementos de grau 1 em K{Y}. Um ideal
diferencial | C K{Y'} é dito linear se | é gerado por IN K{Y}1. A
dimens3o de um ideal diferencial linear / é definida como a codimensio de
IN K{Y}l em K{Y}l

Theorem

Seja L € K{Y'} um operador diferencial linear homogéneo ménico de
ordem ¢, e seja | um ideal gerado por {D'L | i € {0,1,2,...}}. Entdo, | é
um ideal diferencial linear de dimensdo (. A reciproca também é verdade.

v
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Resolvendo Equacdes Diferenciais [ R ULV SE e R ITTerors

Algebra Universal de Solucdes

Definition
-1

Seja L= YO — > Y() um operador diferencial linear homogéneo em
i=0

K{Y}. O anel de polinémios R = K|[yy, ..., ye—1], com a derivagdo de K

extendida para yyp, ..., yy—1 definida como:

Yj+1 sej<l—1

De(v:) = J (-1
R0) Yoaiyi sej=(-1
i—o

(R, DR) descrito acima sera chamada Algebra Universal de Solucées de L.
(Abreviaremos para AUS-L.)
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Resolvendo Equacdes Diferenciais [ SR ULV 2L e CRT [TTero 1

Algebra Universal de Solucdes

Example

Considere a equacio Y1) = 0 sobre C com derivacio trivial. AUS é Cly]
com derivacdo trivial.

Example

o Considere K com derivac3o trivial. Equacio Y(1) = 3 ndo é
homogénea.

o Toda solucio de Y1) = 3 & solucdo de Y@ = 0.

o AUS: K[yo, y1], com D(yo) = y1, D(y1) = 0.

@ O ideal / gerado por y; — a é diferencial. Dado que
y1 — a € const(K[yo, y1]).

o Klyo, y1]/1 & isomorfo a K[y] com Dy, (y) = a.
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Resolvendo Equacdes Diferenciais [ R ULV SE e R ITTerors

Algebra Universal de Solucdes

Example

e K corpo diferencial arbitrario, a equacio Y(!) = a, em que a € K n3o
é constante.
Seja a; = D(a)/a € K e considere a equagio Y2 — 2, Y(1) = 0.
AUS: K{yo, y1] com D(yo) = y1, D(y1) = a1y1-
P = (y1 — a) um ideal em K|yo, y1].
Como D(y; — a) = ai(y1 — a), entdo P diferencial.

K{yo, y1]/P é isomorfo a K[y] com D(y) = a.
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Resolvendo Equacdes Diferenciais [ R ULV SE e R ITTerors

Adjuncdo de uma exponencial

Definition

A equacio : Y1) — aY(©) =0, a € K tem AUS o anel de polinémios K[y],
em que D(y) = ay. Extensdes desse tipo sdo chamadas adjuncdo de uma
exponencial. (S = R(y); D(y)/y € R)

Theorem

Seja E = K(z) uma extensio de corpo diferencial tal que ( ) € K. Entdo
z ou é transcendental sobre K, obtido por adjuncio de uma exponenc:al a
K, ou para algum n € 7" temos z" € K.
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Resolvendo Equacdes Diferenciais [ SR ULV 2L e CRT [TTero 1

Adjuncdo de uma exponencial

Example
@ Seja f a série exponencial usual. Entdo D(f) = f.
o K =C(f) e a equagio Y1) — Y(O =
e AUS: K[y] com D(y) =y.

Note que:
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Resolvendo Equacdes Diferenciais LT EIGI ENICERRT EETC ! de Constantes
O Wronskiano

Definition
Sejam yi, y2..., ¥s € K. Ent&o:

yl(f) y2(f13) - ys“l’)

ORE ORI
w = W(yl,...,}/s): . : . :

y](-s.—]-) y2(s._1) .. ys(s._l)

em que y,-U) = DJ(y;), é chamado Determinante Wronskiano de y1, ..., ys
ou o Wronskiano de yx, ..., ys.
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Resolvendo Equacdes Diferenciais LT EIGI ENICERRT EETC ! de Constantes
O Wronskiano

Theorem

Sejam L operador diferencial linear homogéneo ménico de ordem { sobre

um corpo K, e suponha que ha elementos y1, ..., ys € K linearmente
independentes sobre const(K) tal que L(y;) = 0 para cada i, ou seja,
Y1, ..., Yo € um conjunto de solucées completo de L. Ent3o,
[ = W(¥oyaye)

W(Y1,e5Ye)
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Finalmente! Func¢des Elementares! Oq sdo fun¢des elementares mesmo??

Extensdes Elementares

Definition

Seja K um corpo diferencial, E uma extensdo de corpo diferencial.Sejam

K C E. Dizemos que t € E & um logaritmo sobre K se D(t) = % para
algum b € K, b # 0. Dizemos que t € E, t # 0 é uma exponencial sobre K

se 208 — D(b) para algum b € K.

t
y

Definition
Sejam K C E. Dizemos que t € E é elementar sobre K se € uma das 3
op¢des: algébrico, um logaritmo, ou uma exponencial sobre K.
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Finalmente! Fungdes Elementares! Como integrar essas coisas??

Extensdes Integraveis

Definition
Dizemos que E & uma extensio elementar de K se existem ty, ..., t, € E tal
que E = K(t1, ..., t) e t; & elementar sobre K(ti,...,ti—1) para 1 < i < n.

Definition
Dizemos que f € K tem integral elementar sobre K se existe extensdo
elementar E de K e g € E tal que D(g) = f.
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Finalmente! Fungdes Elementares! Como integrar essas coisas??

Extensdes Integraveis

Definition
Uma fungdo elementar é qualquer elemento de qualquer extens3o elementar
do corpo diferencial C(x) com derivada usual.

v

Theorem

(Teorema de Liouville) Seja K um corpo diferencial e f € K. Se existe uma
extensdo elementar E de K com const(K) = const(E), e g € E tal que
D(g) = f, entdo existem v € K; uy,...,um € K ndo nulos; e
€1, ..., Cm € const(K) tal que:

m  D(u:
f= D(V) + Z C;ﬂ
i=1

uij
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Finalmente! Fungdes Elementares! Como integrar essas coisas??

Extensdes Integraveis

Corollary

Seja, E = K(e®); g € K. Suponha que €8 é transcendental sobre K. Para
qualquer f € K, fe& € E tem integral elementar, se e somente se existe
algum elemento a € K tal que: f = D(a) + aD(g).

Theorem

R R . ~
A funcdo € nio é integrivel em termos de funces elementares sobre

C(x).
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Finalmente! Func¢des Elementares! Demo demord, demord mas abald!

A pergunta que n3o quer calar...

Demonstracio.

@ Surpreendentemente temos e =1.e°.

e Existe a € C(x) tal que: 1 = D(a) + 2ax.

o Seja a = £ € C(x), com mdc(p, q) = 1.

’ Dip)a — pD(a) , 20 _ pD(a)
q q

q divide pD(q), mdc(p, q) = 1, entdo g divide D(q).

g &€ uma constante. Ent3o sem perda de generalidade a =

1= =D(p)+2px—q

P _
q P

Comparar os graus de 1 = D(a) + 2ax.
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Algebra Universal de Solucdes Completa

Definition

-1 _
Seja L=Y() — > aj Y () um operador diferencial homogéneo linear
i=0
ménico em K{Y}. Seja S=Kly; |0<i</-1,1<j</][w ! a
localizagdo do anel de polinémios R = K|y;;] de /? varidveis em
w = det(y;;). Defina a derivagdo Dr em R por:

Dr(yj) = yit1j:i <1—1
-1
Dr(yi-1,) = Zoaiy:‘j
=

Basta extender essa derivagdo para S. Chamaremos S de algebra universal
de solucdes completa de L = 0, abreviaremos para AUSC-L.
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Construcao

Definition
Seja L um operador diferencial linear homogéneo ménico de ordem ¢ sobre
o corpo diferencial K. O extensdo diferencial de corpo E D K é chamada
extens3o de Picard-Vessiot de K por L se:
@ E é gerado sobre K pelo conjunto V de solucdes de L = 0 em
E(E=K(V))
@ E contém o conjunto de solu¢des completo de L = 0, ou seja, existem
Y1,y € V tal que w(yi, ..., y) # 0.
@ Toda constante em E também estd em K. )
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Construcao

Theorem

Seja E D K uma extensio de Picard-Vessiot de K pelo operador L. Se
existe E D C D K tal que C é extensdo intermediaria que contenho o
conjunto de solucdes completo de L = 0, entdo E = C.
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Existéncia e Unicidade

Theorem

Seja K um corpo diferencial com seu corpo de constantes algebricamente
fechado. Seja L um operador diferencial linear homogéneo ménico sobre K
e S a AUSC-L sobre K, por fim seja P um ideal diferencial maximal de S.

Entdo P é primo e o corpo de fracées F do dominio de integridade S/P é
a extens3o de Picard-Vessiot de K por L.

2
Guilherme Cerqueira (IME-USP) Pq € n3o tem integral elementar? 16 /16



Existéncia e Unicidade

Theorem

Sejam Ei, E, extensdes de Picard-Vessiot de K para o operador L de ordem

¢. Suponha que const(K) é algebricamente fechado. Ent3o, existe um
K — isomorfismos diferenciais de E; — E>.

isomorfismo

-1

gy, 001
E—2 s FE<" F
A A A
| \ |
| | |

S/P R/Q E
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Extens3o de Picard-Vessiot
Definition
Seja K um corpo diferencial, E uma extensdo de corpos diferencial.
Chamaremos t € E uma primitiva sobre K se D(t) € K. Alem disso,
dizemos que t € E, t # 0, & hiper-exponencial sobre K se (t) € K.

Definition

Seja K um corpo diferencial, E uma extens3o de corpos
diferencial.Dizemos que t € E & Liouvilliano sobre K se t &€ uma das 3
op¢des: algébrico, ou uma primitiva, ou hiper-exponencial sobre K.
Analogamente, dizemos que L é uma extens3o Liouvilliana de K se existem
ti,...,t, € E tal que E = K(t, ..., t,) e cada t; & Liouvilliano sobre
K(tl,..., t,'_l) paral < i< n.
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