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UM ESTUDO SOBRE GEODESICAS
O CAMINHO MINIMO ENTRE GEOMETRIA DE FINSLER E MECANICA

GUILHERME CERQUEIRA GONGALVES

REsuMo. Nesta Monografia faz-se um estudo de geometria Riemanniana, mecénicas Lagran-
geana e Hamiltoniana, geometria de Finsler e uma breve introdugado a folheacGes Finslerianas
Singulares. O conceito central que liga todas esses topicos é a geodésica. Na parte Riemanni-
ana é feita de uma introdugao até aplicagoes de Campos de Jacobi, seguindo [I]. As partes de
mecanica sdo baseadas em [9] e sdo comentados o Teorema da Métrica de Jacobi e o Teorema
de Noether. No contexto Finsler é feita uma introdugao, baseada em [4] e focada no Teorema
de [8], para o qual é apresentada uma versdo mais completa da demonstragao do artigo,
feita pelo autor deste texto. Por fim, mais ferramental Finsler é introduzido e é feito um breve
estudo de folheagbes transnormais Finsler, seguindo [4] e [2].
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1. UMA BREVE INTRODUGAO A GEOMETRIA RIEMANNIANA

Nesta segao faremos umas breve introdugao a Geometria Riemanniana, nossa abordagem sera
a fim de maximizar a brevidade da apresentacao e tragar um “caminho minimo” para as ferra-
mentas que serdo uteis no estudo da Mecéanica Lagrangeana e da Geometria de Finsler, como
Conexoes; Geodésicas e Campos de Jacobi. Para obter a agilidade desejada muitos resultados
que fundamentam a teoria terdo suas demonstragdes omitidas, o leitor interessado pode encontrar
essas demonstragoes nas notas de aula [I] que é a referéncia principal desta segao ou no classico
livro [7]. As notas de toda esta segdo sao baseadas fortemente nas notas de aula [I].

1.1. Métrica Riemanniana. Aqui apresentamos as defini¢des basicas dos objetos da nossa ge-
ometria, seus primeiros exemplos e caracteristicas. Primeiramente definiremos nossa métrica em
questao, métrica Riemanniana, e naturalmente nossos objetos centrais: as Variedades Rieman-
nianas.

Definigao 1.1. Uma métrica Riemanniana de uma variedade M é uma se¢do do fibrado
dos 2-tensores simétricos positivos definidos em T'M. Ou seja, é uma aplicacdo que associa a

o 0
8:6,‘7 &Tj
variedade com uma métrica g, (M, g), é dita variedade Riemanniana.

Naturalmente em coordenadas temos:

g= Zgijda?i ® dx;
i’j

cada ponto p € M um produto interno g, em T),M tal que g;; := g < > é suave. Uma

Com a definicdo em maos, temos nossa primeira proposicao, ela nos garante que apesar de
a métrica Riemanniana ser um tipo especifico de métrica, é geral o suficiente para qualquer
variedade admitir uma[l

Proposicao 1.2. Toda variedade admite métrica Riemanniana.

Demonstracao. Nesta demostracao primeiramente induziremos uma métrica em vizinhangas da
nossa variedade, depois colaremo-nas usando partigoes da unidade. Entao:

Seja {Uq, 1o} um atlas de M. Seja g métrica Euclidiana e defina g, := ¥} ¢°.

E conhecido da teoria de variedades suaves o Teorema de existéncia de particdes da Unidade,
entao basta tomar {h,} uma particdo da unidade subordinada a {Us} e definir g := > haga-

yale lembrar que toda variedade é também um Espago Metrizavel, pelo Teorema de Metrizacao de Urysohn,
mas isso nao garante a priori a existéncia de métrica Riemanniana, felizmente a proposigdo nos garante isso.
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Como {hy} é uma particdo da unidade: g é suave e, para cada ponto de M, é uma soma convexa
finita de produtos internos com pesos positivos, logo um novo produto interno. Entao, g é métrica
Riemanniana em M.

O

Essa proposigao comega a nos indicar que Geometria Riemanniana é uma ferramenta interes-
sante para estudar nao s6 a Geometria Métrica de um Espago, como possivelmente sua também
Topologia. Focaremos primeiro em conceitos mais geométricos, como distancia.

Definigao 1.3. Seja « : [a,b] — (M, g) curva C! por partes. O comprimento da curva a é
dado por:

= Zt} g(a’(t), a/(t))dt

A distancia entre p e g pertencentes a M é dada por:

acQyp q

em que €2, , ¢ o conjunto de curvas C'! por parteﬂ comecando em p e terminando em q .

Exemplo 1.4. Seja M C R™ uma variedade mergulhada. Entéao (M , gM ) é

variedade Riemanniana com a métrica induzida g™ :=i* ¢° onde i : M — R™ ¢ a inclusdo e ¢°
¢ a métrica Euclidiana. Em particular, se M for a esfera S"~! a métrica induzida sera a métrica
candnica da esfera Euclidiana.

Exemplo 1.5. Seja M? superficie mergulhada em R? invariante por rotacdo no eixo z, ou
seja, uma superficie de revolugao. Seja g a métrica induzida em M do espago Euclidiano, i.e.,
g =1 ¢° onde ¢° é a métrica Euclidiana e i : M — R3 ¢ a inclusdo. Considere a parametrizacio
@ : U — M definida como

p(t,0) = (r(t) cos(0); r(t) sin(6); h(t))

onde B(t) = (r(t);0;h(t)) é parametrizagao por comprimento de arco da curva geratriz, i.e.,
r(t) # 0 e || = 1. A primeira forma fundamental é ¢*¢® = dt> + r2(t)df?. Para B(t) =
(cos(t) +2,0,sin(t)) temos um Toro de Revolugao em R? e sua métrica Riemanniana induzida.

1.2. Teoria de Conexoes Afins. Nesta subsegao falaremos sobre Conexdes, essa estrutura nos
permitira conectar as fibras dos nossos Fibrados Vetoriais, em especial de T'M o fibrado que mais
estudaremos.

Com isso, teremos um ferramental mais poderoso para tratar de variagoes na nossa variedade,
podendo nao so6 falar sobre velocidade (nossos campos suaves, ou mais geralmente se¢oes de um
fibrado) como também falar de aceleracao, ou seja, como derivar campos (ou segoes) e ainda
obter um campo (ou se¢ao) no mesmo fibrado.

Assim, culminando no nosso conceito central de Derivada Covariante. Posteriormente conec-
tando isso & nossa estrutura Riemanniana, com a dita Conexdo de Levi-Civita.

Faremos a seguir um breve tratamento sobre conexoes em um fibrado vetorial qualquer sobre
uma variedade, o leitor interessado em discussoes gerais sobre conexoes e fibrados pode ler mais
em [15], [17] e [14].

20 conceito de suavidade por partes é usado nessas defini¢Ges, no lugar do conceito mais simples de suavidade,
para evitar “obstrucées topologicas” que nossas variedades ainda podem possuir. Apesar de serem espacos muito
bem comportados uma variedade pode, por exemplo, nao ser completa.
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1.2.1. Conexao e Derivada Covariante.
Definigao 1.6. Sejam (FE,M,r) fibrado vetorial e I'(E) o conjunto das segoes de E. Uma
conexao afim é uma aplicagao R — bilinear :
V: X(M)xT'(E) — T(F)
(X,V) — V,V
atendendo as seguintes condigoes, com f € C*°(M) :
(a) vaV = fVXV
(b) vva = vaV + (Xf)v
Vamos agora descrever uma conexao afim utilizando coordenadas do fibrado £ — M.

Seja U uma vizinhanca coordenada de p € M e {&} referenciais de E|;, ie., &(p) =
Y1 (p,e;) onde ¢ : 77 H({U) — U x R™ é uma trivializacdo do fibrado E. Suponha W =Y, wi%

eV =>,v;§;. Temos entdo que

va = VW Z Uj{j
J

=2 W)+ Zvjvwfj

J
=> (W ngvjwlv : gj
k

7]

A equagao acima entao implica que

(1.1) ViV =3 8 (Wev) + > wwiTh ¢ &,
k

Z‘?j

é chamada simbolo de Christoffel e é definida como
V&= Z X &

E importante observar que a férmula acima garante que (VWV) depende apenas do vetor

5 k
onde a fungao I';

W (p) e ndo do campo WE|
Em coordenadas, a conexao admite forma matricial:

V.V =DxV + A(X)V

tal que A(-) é matriz de 1-formas, dada por:

ap;(- Z F da:Z

Proposicao 1.7. Seja (E, 7, M) wm fibrado vetorial com conexao V. Seja o : I — M curva
suave. Denote por I'(a*E) o espaco das se¢oes de E ao longo da «, entdo existe um tnico ope-

mdor ; :D(a"E) = I'(a*E) tal que:

(b) i(fV) fV+rs
(c) Se VeTl(E), eV(t):

3Propriedades como essa sao Uteis para operar com objetos tensoriais e nao locais, que sao bem comportados

(2) (V+W)=5(V)+5(W)
(V); f: I = R suave.
a(t)), entao %V =V V
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Demonstra¢ao. Um operador que satisfaz as condigoes do teorema é descrito em coordenadas
locais, segundo a equagao por:

(3V) 0=ty + o atosrh oato)  6oaln
k i

Onde V(t) = > L ve(t)ér o aft) e &/(t) = >, x;(t)a%z o «(t). A unicidade local do operador é
dado pelo fato de ser descrito pela equagao explicita acima. Reciprocamente, a equagao define
localmente um tnico operador operador que satisfaz as condi¢oes do teorema, entao localmente
nosso operador estd bem definido e é tinico. Para a existéncia global basta usar o argumento
de coberturas e colagem de solugoes que funcionard por conta da unicidade, entdo terminamos a

prova da existéncia e unicidade global do operador Derivada Covariante.

O

O operador % ¢é chamado de Derivada Covariante, no caso da proposicao anterior a derivada
covariante ao longo da curva a.

Proposicao 1.8. Sejam (E,w, M) fibrado vetorial com conexdo V, a : |a,b] = M curva suave
e v € Eyq). Entdo, existe tinica segao V' € I'(a*E) tal que V(a) =v e YV(t)=0,Vt € [a,b].

Demonstragao. Como na demonstragao da Proposi¢ao [I.7] faremos uma analise local e depois
colaremos a solucao usando a unicidade.

Em uma vizinhanga coordenada de um ponto da curva temos pela equagao [I.1]igualada a zero
(%V = 0) e pelo teorema de existéncia e unicidade de EDO temos que existe e é tinica a se¢ao
da forma ), vi ()& para dadas condigoes iniciais, ou seja, um dado vetor V' definido na fibra
sobre o ponto inicial da curva na vizinhanga que estamos analisando.

Entao, agora basta fazer esse argumento para uma parti¢do da curva por vizinhangas coorde-
nadas, garantidas pela compacidade da curva. A soluc¢do da vizinhanca de a(a) tera condigao
inicial V' (a) = v e sera propagada globalmente para o resto da curva pela unicidade na intersecao,
entao estendendo para todo [a, b)].

O

Definicao 1.9. Sec¢oes X que satisfazem derivada covariante nula para todo tempo, como na
proposigao anterior, sao ditas paralelas. Dado v € Ty )M \0 existe uma tnica segdo paralela
X = X, ao longo de « tal que X(a) = v, logo estd bem definida a aplicagdo que associa a
cada (t,v) € [a,b] X TyqyM o vetor X, (t) € Ty, ;yM. Essa aplicagdo é denominada de transporte
paralelo de v ao longo de a. E|

A derivada covariante ao longo de uma curva é na verdade a conexao pullback no fibrado
pullback a*(E), mas para favorecer a brevidade do texto discutiremos de forma sucinta.

Definigao 1.10. Seja (E, M,7) uma fibrado vetorial com conexao afim V. Seja ¢ : B — M
uma aplicagao suave entre uma variedade B e a variedade M. O espaco total do fibrado pullback
é definido como

o E:={(p,V) e BXE|¢(p) =n(V)}
(p*E, B,m) se torna entao um fibrado vetorial, onde a proje¢ao m : ¢*E — B é definida como
71(p, V) = p. Observe também que pom; = wop onde ¢ : *E — FE é definido como ¢(p, V) =V,
vide diagrama comutativo abaixo.

oF—" L E
[’E iy
B—% .+ M

1Essa nogao de paralelismo e transporte paralelo é o que faz a conerdo conectar fibras do fibrado vetorial.
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Definigao 1.11. Num fibrado pullback como definido acima, deﬁnaﬂ ©*Vemp*FE tal que

(" V) Vop=Vam)V
onde V eI'(E)e W € X(B)
1.2.2. Conezdo de Levi-Civita. Definiremos agora um objeto que é um dos indicios de que a
Geometria Riemanniana é especial, sendo ela geral o suficiente para abarcar muitos problemas e
objetos, mas ao mesmo tempo especifica o suficiente para possuir estruturas bem comportadas.

Posteriormente, no capitulo [4] tentaremos reproduzir a esquematica desta teoria e pela Geometria
de Finsler ser mais geral que a Riemanniana as estruturas serao menos bem comportadas.

Existe uma “conexao preferencial” e que é tnica, a Conexao de Levi—Civitaﬁ

Definigao 1.12. Seja (M, g) variedade Riemanniana. Uma conexao V em T'M é dita conexao
de Levi-Civita se para quaisquer X,Y, W € X(M) temos:

(a) X.g(Y,Z2)=9(VxY,Z)+g(Y,VxZ). (Compativel com a métrica.)
(b) VxY — Vy X = [X,Y]. (Livre de Tor¢ao.)

Agora provaremos sua unicidade e mostraremos sua representacdo com contas, usando os
Stmbolos de Christoffel.

Teorema 1.13. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Entao existe uma unica conexdo de
Levi-Civita em TM. Tal conexdo é dada pela formula de Koszul abaizo:

2¢(Vy X, 2)=X -2V, Z2)-Z -g(X,Y)+Y -g(Z,X)
- g([X, Y]7Z) _g([Xv Z],Y) _g([Yv Z]vX)

Demonstra¢ao. Suponha que a conexao de Levi-Civita existe. Entao temos pela compatibilidade
com a métrica que:
X-gV,Z2)=¢g(VxY,Z) +g(Y,VxZ)
Z-g(X,Y)=g(VzX,Y)+g(X,VzY)
Y -g(Z,X)=g(VyZ,X)+g(Z,VyX)

As equagbes acima e o fato da conexao ser livre de torg¢ao implicam que:
+8([X, 2], Y) +g([Y, Z], X)

a qual por sua vez implica a féormula de Koszul. Por fim, pode-se verificar que a férmula de
Koszul define uma conexao de Levi-Civita.
O

Corolario 1.14. Seja (M, g) variedade Riemanniana e V sua conexao de Levi-Civita. Entao:

m 1 gk, Oki  0%ij \ km

onde (gij) € a matriz inversa de (g;j) e Ffj sao os simbolos de Christoffel definidos na subsegdao
anterior.

5Analogamente a proposicao pode-se provar que esta conexdo é unica.

6Esse comentario é pertinente na 6ptica de que para outras geometrias com menos estrutura, por exemplo
a Geometria de Finsler vide capitulo EL nao ha uma conexao tao bem comportada, entao de acordo com cada
situacdo, escolhe-se se sua conexao serd livre de Torgdo ou compativel com a métrica. Exemplos cléssicos dessas
conexdes em Finsler sdo respectivamente a Conexao de Chern (vide Segéo e a Conexao de Cartan, essa altima
foge do escopo deste texto.
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1.3. Tensor de Curvatura. Nesta parte definiremos esse objeto que nos permitira futuramente
estender a nogao de curvatura conhecida do estudo de Geometria Diferencial Classica, para o
mundo Riemanniano. A curvatura é o primeiro invariante geométrico a ser notadom entao é
importante para diferenciar geometrias e entender suas particularidades.

1.3.1. Defini¢do. O Tensor de Curvatura pode ser um objeto definido em fung¢ao de uma conexao
afim, posteriormente veremos as particularidades de quando é definido pela Conexao de Levi-
Civita.

Definigao 1.15. Seja (E, M, 7) um fibrado vetorial com conexao afim V qualquer. Definimos

R: X(M)xX(M)xI'(EF) — I'(E)
(X,Y,§) — R(X,Y)¢
tal que

R(X,Y)¢ = Vixy){ — VxVy{+ VyVx¢
R é chamado de Tensor de Curvatura.

Proposicao 1.16. Sejam X,Y € X(M),£ € T'(E) e f,g,h € C°(M). Entao:
(a) R € trilinear.
(b) R(X,Y) = —R(X,Y)
(c) R(fX,gY)h& = fghR(X,Y)E.

Isso nos mostra que R é realmente um objeto tensorial, ou seja pode ser descrito pontualmente,
merecendo o nome de tensor de curvatura. Agora veremos uma propriedade que segue da defi-
nicao e mostra a primeira interpretacao da curvatura, uma medida da falta de comutatividade
da Derivada Covariante.

Proposicao 1.17. Seja ¢ : [a1,b1] X [ag,b2] — M uma aplicacao suave e V € T' (*E) entao:

vV Vv Vv Op Oy
c‘)t&sv_(‘)sc‘)tv_R<&s’8t>V

Definigao 1.18. O tensor de curvatura dado pela Conexao de Levi-Civita e o fibrado T'M sera
chamado Tensor de Curvatura Riemanniano e sera representado por R daqui em diante, a
menos que dito o contrario.

Agora veremos algumas propriedades de R que seguem diretamente de contas com a definigao.

Proposicao 1.19. Para X,Y,Z, T € X(M) temos que:
(a) g(RIX,Y)Z,T)+g(R(Y,Z)X,T)+ g(R(Z,X)Y,T) = 0. (Primeira Identidade de Bian-
chi.)
(b) g(R(X7 Y)Za T) = _g(R(Xa Y)T7 Z)
(C) g(R(X7 Y)Zv T) = g(R(Za T)Xa Y)

1.3.2. Curvatura Riemanniana. Definiremos e discutiremos sobre Curvatura Riemanniana, ou
curvatura secional, muito brevemente para focar no objetivo que é entender ligagoes entre Mecé-
nica, Finsler e Folheagoes. Outras formas de curvatura serdo omitidos por motivos de brevidade,
o leitor interessado pode ler em [I] ou [7].

Definicao 1.20. Seja ¢ C T, M um subespaco bi-dimensional e X,Y € o vetores linearmente
independentes. Entao definimos a Curvatura Riemanniana, ou secional em ¢ como:

g(R(X,Y)X,Y)
g(X,X)g(}/, Y) - (g(X, Y))2

"Esse comentario vem do fato que ao expandir o polinémio de Taylor da métrica Riemanniana, em coordenadas
normais (ou exponenciais vide Defini¢cdo , até segunda ordem tem-se que ele é da forma “métrica Euclidiana
+ termo de segunda ordem” e o coeficiente do termo de segunda ordem é fungdo da curvatura. O termo de
primeira ordem se anula pela relagdo entre a exponencial Riemanniana e geodésicas (vide Defini¢ao .

K(X,Y) =
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FIGURA 1. Imagem representando uma geodésica Riemanniana na esfera S? com
métrica euclidiana induzida do R3, como dito no exemplo essas sao os grandes circulos.

E possivel provar tanto que K (o) nio depende da escolha de base de o como também provar
que saber as curvaturas de cada subespago bi-dimensional do espaco tangente no ponto p nos
permite reconstruir o tensor R no ponto p.

Nossa proxima proposi¢ao servird como um exemplo de estrutura interessante que uma Varie-
dade Riemanniana pode ter, mas também nos ser4 1til posteriormente na subsegao[l.4.4] Trata-se
das variedades que possuem Curvatura Riemanniana constante, esses sao exemplos interessantes
de Variedades Riemannianas quem possuem muitas simetrias.

Proposicao 1.21. (M, g) tem curvaturas Riemannianas constantes iguais a Ky se e somente se

g(R(X7Y)Z’ T) = KO(g(Xv Z)g(Yv T) - g(Xv T)g(Y7 Z))
1.4. Geodésicas e Campos de Jacobi.

1.4.1. Geodésicas. Com a Derivada Covariante em maos, definiremos um objeto muito central,
as retas da nossa geometria, as curvas sem aceleragdo tangencial, as Geodésicas. Com isso
definiremos a aplicagcdo exponencial e exploraremos algumas propriedades.

A conexao V usada daqui em diante, até entrarmos no mundo Finsler, serd sempre a Conexao
de Levi-Civita relativa & Variedade Riemanniana em questdo, a menos que dito o contrério.
Naturalmente, as derivadas covariantes serao relativas a tal conexao.

Definigao 1.22. Uma curva suave a : I — M ¢ dita geodésica se ¥o/(t) =0 .

Em coordenadas locais a equagao da geodésica é a seguinte EDO de segunda ordem:

0=af(t) + Y af(t)a ()T} (x(t)), Vk
]
Podendo ser transformada na seguinte EDO:

v (t) = 2).(t)
v (t) = = 32 vivTh (2())

Exemplo 1.23. Geodésicas em R™ com métrica Euclidiana sio retas. Ja as geodésicas de S?
com métrica canénica induzida do R? sdo grandes circulos, vide Figura

Definigao 1.24. Define-se o campo geodésico como o campo G € X(T'M) tal que o fluxo
de G, chamado fluxo geodésico ¢¥, se projeta na variedade em geodésicas como o(-, V) =
7ol , V), cuja existéncia é garantida pela EDO na Defini¢ao m

Proposicao 1.25. Dado p € M existe uma vizinhanca U de p em M, ntimeros €, > 0 e uma
aplicacdo ¢ : (—e,e) xU = M comU = {V, € TM : q € U;|| V, ||< 8} tal que (- ,Vg) € a
unica geodésica com %(p(t Vo) li=0 = Vg e (0 ,Vy) =4q.
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Demonstracao. O resultado é consequéncia direta do teorema de existéncia e unicidade de EDOs
para o campo geodésico.

O
Proposigao 1.26. Seja ¢ (-, Vy) geodésica definida em (—¢,€). Se a > 0, entdo:
(a) A geodésica t — p(t,aVy) estd definida em (£, <)
(b) @(t aVy) = ¢ (at, Vg)
Demonstragao. Note que o item (b) implica o item (a). Visto que %gp (at, Vq)‘t:o = aV, basta

mostrar que t — ¢ (at, V) é geodésica. Isto segue do fato que em coordenadas x(at) atende a

equagao da geodésica em coordenadas na Definigao [1.22
O

Proposigao 1.27. Dado p € M eziste uma vizinhanga U de p em M, um nimero § > 0 e uma
aplicacao ¢ : (—=2,2) xU — M comU :={V, € TM,q € U,|| V, ||< 6} tal que ¢ (-,V,) € a unica
geodésica com %cp (t, V;I)Ls:o =V, ep(0,V) =¢q

Demonstracao. Aplicagao direta das proposicoes acima.

O

1.4.2. Aplicacao Exponencial e Lema de Gauss. Aplicagdo exponencial é um mapa muito impor-
tante para a geometria, dentre outras coisas ele nos permitira andar por geodésicas pela variedade
e possuir um bom sistema de coordenadas, as ditas coordenadas normais ou exponenciais. O
Lema de Gauss é nao s6 importante para Geometria Riemanniana, mas crucial para o estudo de
Campos de Jacobi. Esses dois conceitos estardo amplamente presentes no estudo desses campos.

Definicao 1.28. A aplicacao exponencial é definida como:

exp, : Bs(0) c Ty, M — M
Va — (1, Vy)

Proposigao 1.29. Seja q € M. Entao d(equ)o = Id e assim sendo existe um € > 0 tal que
exp, : B:(0) — M € um difeomorfismo sobre um aberto em M

Demonstracao.
d d
G| = ey
d
dt@ (t, Vq) o
=V
e assim d (equ)o é a identidade. O resto da proposigao segue do teorema da funcdo inversa.

O

O aberto em que a exponencial ¢ um difeomorfismo, B (0) é chamado de vizinhanga ou bola
normal.

Lema 1.30. Seja f : [a,b] X [¢,d] — M aplicacao suave. Entao:

vo, Vo
dsot’ Ot s
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Demonstracao. O lado esquerdo é a Derivada Covariante do campo %f no fibrado pullback da
curva fi(s), usando a equagao local para a derivada covariante na demonstragao da Proposigao

. 2 . .
temos o aparecimento de termos da forma % f vistos em uma carta coordenada, assim
como fungao entre abertos Euclidianos, entao como f é suave o Teorema de Schwarz garante que
podemos comutar as derivadas mistas, isso nos dara a equacao local relativa ao lado direito.

O

Teorema 1.31. (Lema de Gauss). Seja B;(0) uma bola em TyM tal que a restricio da expo-
nencial exp, : B5(0) — M estd bem definida. Sejam Sp~! a esfera contida em B;(0) com § < &
ev:(—e,e)— S?_l curva suave. Defina f(s,t) = exp,(tv(s)). Entdo

of O\ _,
(o ar) -

Demonstra¢ao. Para demonstrar o lema de Gauss é suficiente verificar que a derivada em relagao

a t da fungéo g (8—?, %)f( ) é zero para todo t
s,t

9 af of vof afry ., (of Vof
a(2(5a) == (o o) ve (5 ovar)
[V Of of
- (m )

v of

_ 1o (9f of
~20s 8\ ot ot

onde a segunda igualdade deve-se ao fato de f(s,-) ser geodésica, a terceira igualdade deve-se ao
Lema e a ultima igualdade deve-se ao fato de v(-) ser uma curva contida em uma esfera.
O

Segue abaixo um desenho que representa a aplicacao f levando pela exponencial variagoes de
retas no espago tangente em variacoes de geodésicas na variedade.

f(s,t)

ST

E valida a observacao de que as geodésicas sao ortogonais as FEsferas Geodésicas, isso é em
esséncia o Lema de Gauss. Na imagem acima isso é representado pelas linhas vermelhas (geodé-
sicas) sendo ortogonais as azuis (esfera geodésica).
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1.4.3. Propriedades Minimizantes. Nossa definicao é de que geodésicas sao as curvas sem ace-
leragdo, porém essas sao comumente descritas e utilizadas pela sua propriedade de minimizar
localmente caminhos. Nesta parte exibiremos os resultados que garantem isso.

Proposicao 1.32. Seja Bs(q) uma bola normal. Defina o : [0,1] — Bs(0) como a(t) =
exp,(tv) com || v ||[< 6. Seja B :[0,1] — M curva suave por partes tal que a(0) = B(0) e
a(l) = 5(1). Entao

() <1(B)

Se a igualdade vale, entdo as imagens de o e 3 coincidem.

Demonstragao. Vamos primeiro considerar o caso em que 3([0,1]) C Bs(q).
. -1
Podemos supor sem perda de generalidade que 3(t) # g parat > 0. Seja 8 := (equ‘36(0)> o
B. Defina as seguintes fungoes suaves por partes:
f:00,6) x ST 3 (R, V) — exp,(RV) € Bs(q)

r:[0,1] 3¢ —|B(t) € [0,0)
3(t
) ¢ syt
B(1)]
Observe que f(t) = f(r(t),v(t)). Temos entao pelo lema de Gauss que:

1 tit1
[l =3 [ 5]

_ Z /t;Hl \/(r’(t))2 +g (:;J;v’(t), S‘J;U’(t)>dt
> Z/;M |r'(t)] dt
>y /t %M ' (t)dt

=r(1) =@

Logo I(B) > r(1) = l(«). Note que se as igualdades sao satisfeitas entdo as imagens de o e 8
coincidem.

Por fim vamos considerar o caso em que ([0, 1]) ndo esta completamente contido em Bs(q).
Seja t; o primeiro tempo tal que f(t1) esta na fronteira da bola. Entdo temos pela discussao
anterior:

v:(0,1]3t—

UB) > 1 (Blpsy) = 6 > e)
(I

O Teorema [I.33] a seguir ¢ de grande importancia para técnicas sobre geodésicas e resulta-
dos fundamentais como existéncia e unicidade ligando dois pontos dados. Uma referéncia para
sua demonstragao é o capitulo 4 de [I], que nao sera reproduzida aqui, porém no Fato m
comentamos sobre a existéncia de um teorema anélogo para o caso Finsler, que engloba o caso
Riemanniano visto que aquele é generalizacao deste.

Teorema 1.33. Seja (M, g) variedade Riemanniana. Entdo para cada q € M ezistem nimeros
6 > 0,e >0 tal que as sequintes afirmagoes sao validas.

(a) Para qualquerp € B:(q) temos epr‘Bg(O) ¢ um difeomorfismo e que Be(q) C exp,, (B5(0))
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(b) Para cada 2 pontos p1 e pa em B:(q) existe um unico segmento minimizante de geodésica
ligando p1 a pa. Tal segmento fica contido em B.(q) e depende suavemente dos pontos
wmacial e final.

Definigao 1.34. Nomeia-se por Bola Normal Convexa uma bola B.(q) que satisfaz o Teorema
.ol

Teorema 1.35. Seja v : [0,1] — (M,g) curva suave por partes tal que d(v(0),v(1)) = (7).
Entao v é imagem de uma geodésica.

Demonstragao. Observe primeiro que para cada t € [0,1] existe um intervalo I; tal que v (I;)
esta contida em uma bola normal convexa, vide Definigao Afirmamos que v (I;) é imagem
de um segmento de geodésica. De fato seja I; = [a,b] entdo como v (I;) estda contida em uma
bola normal convexa entdao existe um tnico segmento de geodésica a ligando 7y(a) a v(b) tal
que I(a) = d(vy(a),~v(b)). Suponha por absurdo que 7 (I;) seja diferente de . Entéo defina a
concatenagio 8 = 1) * @ * Yo,q- Note que B(0) = v(0),8(1) = (1) e I(B) < l(a) o que
contraria a definigao de 7.

Seja I uma cobertura finita do intervalo compacto [0, 1] tal que v (I;,) estd em uma bola
normal convexa. Se s € Ig_ N IPZ_H
e v (I) esta contida em uma bola normal convexa. Como vimos acima 7 () é um segmento
de geodésica contido em ~y(Iy;) e y([y,,,). Pela existéncia e unicidade de EDO podemos colar
segmentos e concluir que y(Iy;) e y(Iy,,,) estdo contidos em um segmento de geodésica maior e
como a cobertura é finita a demonstracao estd terminada.

entdo considere um intervalo IV tal que I? C I?i N Ing )

0

1.4.4. Campos de Jacobi.

1.4.5. Intui¢do. Nossa intuigdo para Campos de Jacobi é que queremos estudar propriedades de
curvas, em particular geodésicas, e para isso uma técnica comum é realizar processos variacionais
com as curvas. Desejamos entao criar uma variacao de uma geodésica feita por geodésicas.

Como a Aplicagdo Exponencial nos permite andar pela variedade através de geodésicas, estudar
derivadas dela nos deve dar campos variacionais para nossa desejada variacao de geodésicas.

Comegaremos com uma defini¢ao a priori nada intuitiva de um Campo de Jacobi, através da
Equagao de Jacobi, depois notaremos que essa definigdo nao sé é a que procuramos como veremos
que nossas intuicoes se concretizam.

1.4.6. Definicdo e Propriedades.

Definigao 1.36. Seja o : I — (M, g) geodésica em uma variedade Riemanniana M com dimen-
sao n. Um campo suave J ao longo de a é chamado Campo de Jacobi se ele atende a Fquagao
de Jacobi:

\YAY

——J+R(d,J)d =0

g’ TR )

Como vemos a seguir todo vetor velocidade de uma variagdo por geodésica é um campo de

Jacobi.

Proposicao 1.37. Seja f : (—¢,¢) x [a,b] = M wma aplicagao suave tal que f(s,-) é geodésica
para todo s € (—e,e). Entao J(t) = %(O,t) é campo de Jacobi ao longo da geodésica t — a(t) :=

f(0,)

Demonstragio. Temos por hipGtese a primeira igualdade abaixo, a segunda vem do Lema [I.30] e
a terceira pela Proposicao por fim utilizamos que f(s,-) é geodésica para todo s.
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vV, _ VvV

dtdt” ~ dtdt Os
AR

T dtds Ot
VY Vof R(af 8f> of

T dsdtot T\ ot 0s

=—R(d,J)d

ot

O

Pelos comentéarios da intui¢cao esperamos que a reciproca do resultado anterior seja verdadeiro,
ou seja, que todo campo de Jacobi seja obtido por variagoes de geodésicas, isso serd provado em
breve. Mas, primeiramente veremos a Fquacao de Jacobi como uma Equacgao Diferencial e através
de resultados bésicos de EDO deduziremos algumas propriedades basicas dos Campos de Jacobi.

Sejam J um campo de Jacobi ao longo de uma geodésica a e t — {e;(t) }izo,...,n—l um referencial

ortonormal paralelo ao longo de o onde ¢ := o'/ |/|. Neste caso para

n—1

J(t) =Y filt)e(t)
i=0
temos

n—1
A=
%%J = ;fi (t)ei(t)

Concluimos entao que a equagao de Jacobi pode ser escrita como

(1.2) T(t) + Z fig (R(d,e;) d,ej) =0 Vj

Em termos matriciais temos

(1.3) J"+BJ =0

onde B = (b;j) e bjj = g (R (d/,e;) ', ej). Note que b;; = bj; e bpj = 0 As equagbes acima nos
permitem inferir algumas conclusoes imediatas sobre campos de Jacobi as quais resumimos na
proposicao a seguir.
Proposicao 1.38. (a) SeV,W € To0)M entao existe um inico campo de Jacobi J ao longo
da geodésica o : [0,1] — M tal que J(0) =V e YJ(0)=W
(b) Exzistem 2n campos de Jacobi linearmente independentes.
(c) & eta sao campos de Jacobi, os quais sao solugoes de fi =0
(d) Ewzistem 2(n — 1) campos de Jacobi perpendiculares a a(nao necessariamente ortogonais
entre si).

(e) g(J,0) =t g (J'(0),0") +g(J(0),0/(0))
Demonstragao. Os itens (a),(b), (c) s@o imediatos. O item (d) segue da equagao |1.3|levando em
conta que by; = 0. Para verificar o item (e) basta observar que
g (J,a') =a'[ fo
= [a'] (t£6(0) + fo(0))
/

- e (s (00 fgy) +2 (00 o))

Com isso mostraremos que nossa intuicao inicial esta certa e todo Campo de Jacobi é campo
(velocidade) de uma variagao por geodésicas.

O
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Proposicao 1.39. Seja J um campo de Jacobi ao longo de uma geodésica o : (—e,e) — M.
Considere uma curva B : (—1,1) — M com ['(0) = J(0), um campo s — V(s) ao longo de
com V(0) = d/(0)e %V(O) = %J(O). Suponha que a variagdo f(s,t) 1= expgs)(tV(s)) estd bem
definida. Entao J(t) = %(O,t),
Demonstragao. Observe que %(0,0) = J(0). Devemos verificar que %%(0,0) = %J(O) eo
resultado seguird pela Proposigao e pela unicidade de EDO. Para tanto basta observar que
Vof VvV of
@a( ; )_EE(O’ )

- ¥ (a(om), 70)

ds
\

= —J(0)

O

Para construir uma curva S tal que §/(0) = J(0) basta fazer o seguinte processo: Sejam
s — X(s) e s = Y(s) os campos paralelos ao longo de 8 com X (0) = a/(0) e Y(0) = ¥.J(0). O
campo s — V() pode entao ser definido como V (s) := X (s)+sY (s). Se a aplicagao exponencial
estd sempre bem definida, e.g. M compacta ou M completaﬁ entdo f estd bem definida. Caso
contrario, pode-se proceder da seguinte forma. Primeiro verifica-se que f estd certamente bem
definida para intervalos pequenos de s e t. Depois, grudando variagoes f; ao longo de o podemos
construir a desejada variagao f.

E conveniente considerar o caso particular de campos de Jacobi com J(0) = 0.

Coroléario 1.40. Suponha que exp, : Bs(0) — M estd bem definida e seja B := exp,, (Bs(0)).
Seja J um campo de Jacobi ao longo de uma geodésica o« C B com condigoes iniciais J(0) =0 e
¥J(0) = W. Entdo

J(t)=d (epr)to/(O) twW

Demonstragao. Basta considerar na demonstragao anterior a curva 3(s) = p e um campo V(s) =
> ai(s)ei(p) com V(0) = &/(0) e V/(0) = W. Observe que

VO = V(0 = Y d0)ep)

O resultado segue observando que

9 )
a—"I;(O7 t)=d (epr)tV(O) tV'(0)

0

Por vezes é conveniente reescrever o corolario acima em termos de varia¢ées. Ou seja, se J é um
campo de Jacobi ao longo de uma geodésica ccom J(0) =0e W = %J(O) entao J(t) = %(0, t),
onde f(s,t) = exp,(tV(s)) e V : (—¢,e) = T, M & curva com V'(0) = W e V(0) = o/(0).

1.5. Primeiras Aplicagoes. Aqui exploraremos duas aplicacoes classicas de Campos de Jacobi,
estudo local das variedades de curvatura Riemanniana constante e os pontos criticos da fungao
exponencial, que culminarao em novos objetos interessantes e serao a primeira amostra de como
esta ferramenta pode ser util.

8Este topico é discutido no estudo de Teorema de Hopf-Rinow, que pode ser visto no capitulo 7 de [7] e capitulo
6 de [1].
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1.5.1. Espagos de Curvatura Constante. Consideraremos agora campos de Jacobi em espagos de
curvatura constante.

Proposicao 1.41. Sejam (M, g) variedade Riemanniana com curvaturas secionais constantes
K e a:[0,a] - M geodésica com vetor velocidade unitdrio. Entao o campo de Jacobi J ao

longo de a com condigées iniciais J(0) = 0 e ¥J(0) = w para w perpendicular a o/(0) é
J(t) = cx(t)w(t) onde w(-) € o transporte paralelo de w ao longo de o e cx € a fungao definida

sin(tv'K) se K> 0,cx(t) =t se K =0 e cx(t) = 3K o ¢

VK V—-K

Demonstragio. Considere o campo J(t) := cx (t)w(t). Sabemos pela Proposicao m que
g (R (o/,j) o/,ei) =Kg (j,&;)

R(o/,j) o =KJ

como ci(t) :=

Assim

Logo o campo J atende a equacao de Jacobi, vide demonstracao de ou seja

VYV~ ~
——J+KJ=0
dt dt *

O resultado segue da unicidade das solu¢bes da equagao de Jacobi, dado condi¢Ges iniciais.
O

Entao, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 1.42. Seja M variedade Riemanniana com curvatura constante K. Suponha que exp,, :
Bs(0) — M estd bem definida. Seja f(s,t) = exp,(tv(s)) onde v : (—€,e) — Sttt c T,M ¢
curva com [V'(0)| =1 e |t| < 4. Entao |J(t)| = |ck| onde cx foi definido na proposicao anterior
e J(t) == 2L(0,1).

Pode-se ainda estimar |J| caso M nao possuia curvaturas secionais constante, com uma ex-
pensao de Taylor. De fato sejam f e J definidos como no corolario anteriorﬂ Entao:

[J(t)]* = t* — 1K (p,o)t* + O (1)
J(t) =t — tK(p,o)t> + O ()

onde o é o espago bi-dimensional gerado por V' (0) e V'(0).

A seguir iremos utilizar nosso conhecimento sobre campos de Jacobi em espagos de curvatura
constante para descrever a métrica g em termos de coordenadas geodésicas polares, definidas
na proposicao. Tal descrigao implicara em particular que variedades Riemannianas de mesma
curvatura constante sao localmente isométricas.

Proposicao 1.43. Sejam (M"™, g) variedade Riemanniana com curvaturas secionais constantes
K e :(0,6) x St — Bs(p) parametriza¢io geodésica polar, i.e., (r,v) = exp,(rAv) onde
A (R™, go) = (Ip,M, g) € isometria linear. Entdo a métrica g em coordenadas geodésicas polares
¢ dr? + (cp(r))* ds® onde ds® € a métrica canonica da esfera S* ‘e a fungio cx foi definida
na Proposicao H Em particular, duas variedades Riemannianas com mesma dimensao e
mesmas curvaturas sectonais constantes iguais a K sao localmente isométricas.

Demonstracio. Seja {e;} C T,S"~! referencial ortonormal. Pelo Corolario m

Ji(r) :=d (epr)rAu rAe;
= dw(r,v) (07 61')

9As contas que demonstram esta formula podem ser vistas no capitulo 5 de [7], a demonstragéo foi omitida
por se tratar de contas rotineiras e que oferecem pouco insight sobre o objeto.

10Um leitor atento consegue notar uma semelhanca entre esta formula para a métrica e a apresentada no
exemplo [If] isso ocorre pois aquelas coordenadas polares sdo um exemplo de coordenadas geodésicas polares,
apesar de nao necessariamente a curvatura l& ser constante.
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é campo de Jacobi ao longo da geodésica r — exp,,(rAv). Utilizando Proposigao podemos
verificar que

(1.4) g9 (Ji, J5) = 6ijck
Por fim defina

Jo(r) :=d (exp,) , Av
= dw(r,v) (17 0)
e utilizando o Lema de Gauss, Lema [I.3T] concluimos que

(1.5) 9(Jo,Ji) =0

O resultado entao seguira das equagoes [I.4] e [I.5]
O

1.5.2. Pontos Criticos da Aplicagdo FExponencial, Pontos Conjugados. Terminamos a nossa dis-
cussao sobre campos de Jacobi com alguns comentérios sobre pontos conjugados.

Seja « : [0,a] — (M, g) geodésica. O ponto « (tg) é conjugado a a(0) ao longo de « se
existe um campo de Jacobi J ao longo de a com J(0) =0 = J (to)

O namero maximo de campos linearmente independentes é chamado multiplicidade de « ().

Exemplo 1.44. Seja o : [0,7] — S} geodésica, i.e., um segmento de um grande circulo,
coma(0) = p e a(r) = —p. Entao a(r) é ponto conjugado a «(0) com multiplicidade n — 1.

Note que, pela proposicao temos que a multiplicidade méxima de um ponto conjugado
em uma variedade Riemanniana de dimensao n é n — 1. A nossa préxima proposi¢do mostra a
relagao entre Pontos Conjugados e Pontos Criticos da Aplicagdo Exponencial.

Proposigao 1.45. Sejam exp,, : B5(0) — M bem definida, t — «a(t) := exp,, (tVp) com [t| <0 e

|Vo| = 1. Entao a (to) € conjugado a a(0) com multiplicidade k se e somente se dim (ker d (eXpP)tOVo> =
k.

Demonstracdo. Basta observar que as afirmagoes abaixo sao todas equivalentes.

e Ji,...,J; sao campos de Jacobi linearmente independentes com
Ji(0) = J; (tg) =0

o Ji(t) =d (expp)LOVO (LoW;) com W; linearmente independentes e J; (tp) = 0, onde 1 <
i<k

e IV; sdo linearmente independentes e W; € ker d (expp) onde 1 <<k

toVo’
]

Proposigao 1.46. Seja o : [0,a] — (M, g) uma geodésica. Suponha que o(a) nao é conjugado
a a(0) ao longo a. Entio dado X € Ty )M eY € TyqyM existe um tinico campo de Jacobi ao
longo de a tal que J(0) =X e J(a) =Y

Demonstracao. Seja Jo, o espago dos campos de Jacobi com J(0) = 0. Defina a aplicacao
A Joa — Taa)yM como A(J) := J(a). Claramente A ¢é aplicacdo linear. Como a(a) nio é ponto
conjugado, concluimos que A ¢ injetora. Como os espagos vetoriais Jo,a € To(q)M tem dimensao
n concluimos que A é um isomorfismo. Este fato implica entdo que existe um campo J; com
J1(0) = 0 e Ji(a) =Y. Por raciocinio analogo obtemos um capo de Jacobi Jpcom J2(0) = X
e Ja(a) = 0. Por fim defina J = J; + J2. A unicidade segue do fato de «(a) ndo ser ponto
conjugado a a(0).

0
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2. MECANICA LAGRANGIANA DE UM PONTO DE VISTA GEOMETRICO

Na secao anterior entendemos de forma superficial a Geometria Riemanniana, que permite o
entendimento de um objeto que permeara todo este trabalho, as geodésicas. Nesta sessao veremos
como o ponto de vista de Mecdnica Lagrangiana nos permite entender problemas mais gerais que
se assemelham a geodésicas, veremos técnicas introdutérias de uma area atual chamada Cdlculo
de Variagoes e suas relacbes com o capitulo anterior. Posteriormente usaremos ferramentas da
linguagem deste capitulo, como a Transformada de Legendre, para estudar outras geometrias
como Simplética no Capitulo [3] e de Finsler no capitulo @] As notas de toda esta se¢do sao
baseadas fortemente na dissertacdo de mestrado do meu xaré [9)].

2.1. Equagao de Euler-Lagrange. Nesta subsessao entenderemos a Equagao de Euler-Lagrange,
equagao diferencial principal da teoria desta sessdo. Para isso antes exibirei dois exemplos que
indicam como a teoria se relaciona com o que ja foi visto na Secao [I, mesmo antes de definir
formalmente alguns dos objetos. Posteriormente esses serao detalhados.

Proposicao 2.1. (Equacao de Newton) Sejam M uma variedade Riemanniana, o : [0,1] — M
uma curva suave por partes, U : M — R uma fun¢ao suave e considere o Lagrangeano L (v,) =
% (vp,vp) — U(p). Entdo a € solugao de Euler—LagmngE sequndo L se, e somente se, a € suave

e Voo = —gradU.

Corolario 2.2. E| Se M € uma variedade Riemanniana com métrica g, entdo uma curva o € geo-
désica em M se, e somente se, a € solu¢ao de Euler-Lagrange para o Lagrangeano L(v) = g(v,v),
ou seja, o e geodésica para a métrica g.

Ainda existe um teorema que nos da uma conexao ainda mais forte entre os dois resultados,
essa serd demonstrada posteriormente tanto nesta Se¢ao no teorema [2.7] como na Se¢ao [3| usando
técnicas desenvolvidas 14, em [3.24]

Teorema 2.3. (Métrica de Jacobi) Considere M wvariedade Riemanniana dotada de métrica g
eU : M — R fungao suave com U(q) < ¢,Yq € M, para algum ¢ € R. Se L : TM — R €
um Lagrangeano dado por L (vy) = (vp,vp) — U(p) € g5 € uma métrica em M tal que (9;), =
(¢ —U(q))gq, entao uma curva « : [0,1] — M € solugdo da equagdo de Euler-Lagrange segundo
L se, e s6 se, a € geodésica de gy, a menos de reparametrizacao.

Ou seja, solugoes da Equacao de Newton para Fungao Potencial bem comportada podem ser
vistas como geodésicas de uma métrica levemente diferente da métrica original da variedade.

Comegaremos agora a desenvolver nossa teoria. Ela sera fortemente baseada em [J] e em notas
de aulas do meu orientador, Marcos M. Alexandrino, do seu curso de Calculo Avancado. Uma
motivagao inicial é pensar no seguinte problema:

Considere M™ variedade mergulhada em R™™* com métrica Riemanniana induzida (métrica
Euclidiana) ¢g" no fibrado tangente TM e sua respectiva distancia entre pontos p,q € M como
d(p,q) = inf l(«), como definido em para toda curva « (suave por parte) com «(0) =p e

a€yp g
a(l) = ¢, onde I(a) = fol V9o (& (t), ! (t))dt. Podemos nos perguntar se existe uma curva -y que
minimiza distancia, ou seja que minimiza o funcional o — 1(«) para curvas a com a(0) = p e
a(1) = q. Vale ressaltar que esse ¢ um funcional num espago de curvas, um espago de dimensao
infinita a priori. Este é um exemplo tipico do que chamaremos um problema variacional e
L:TM — R definida como L(-) = | - | serd o Lagrangeano associado ao problema.

11Equa(;éo Diferencial que depende de L a ser definida em breve segundo a Definicao e a Proposigao |2.6

12pode-se pensar aqui como corolério pois a equacao da geodésica Riemanniana é justamente o caso U = 0. Do
ponto de vista fisico é o caso que uma particula percorre o espago sem agao de forga externa, somente seguindo
a geometria do espago em movimento uniforme, a geometria e curvatura do espago influenciarao a aceleragao
centripeta do movimento, enquanto a tangencial é dada pela derivada covariante como visto antes, influéncia de
Forcas Externas.



UM ESTUDO SOBRE GEODESICAS 19

Esses Problemas Variacionais terao a formulagao de um funcional, em geral definido em um
espaco de curvas, e nosso objetivo é minimiza-lo ou analisar seus pontos criticos. Esses funcionais
serdo chamados funcionais a¢ao e serdo definidos a seguir em funcdo do Lagrangeano. A analise
de seus pontos criticos nos dara a desejada Fquacao de Fuler-Lagrange. Por motivo de brevidade
do texto farei as definigoes em sua maior generalidade e comentarei depois sobre os pormenores.
Para mais detalhes da construgao da teoria recomendo fortemente [9] e também [I0] para um
tratamento mais amplo de Mecanica Geométrica.

Definigao 2.4. Seja M variedade e L : TM — R fungéo suave que chamaremos Lagrangeano.
Entao o funcional agao associado a L é a fungao Iy, : Q, ,(M) — R dada por

1
In(a) = /0 L (d/(t))dt

Definigao 2.5. Sejam M variedade e L : TM — R um Lagrangeano. Dada uma curva « :
[0,1] — M, diremos que « ¢é solugao de Euler-Lagrange segundo L se « é ponto critico de Ir.

Ou seja, uma curva suave v : [0,1] — M é solugao de Euler-Lagrange associada a um
Lagrangeano L : TM — R se %6 ('ys)|s:0 = 0 para toda varia¢ao de curvas °| (suave por partes)

s = 75 com 75(0) = 7(0) e 75(1) = 7(1), 70 = 7 onde

1
5 (7s) :/0 L (vi(t)) dt

Essa proxima proposicao é a que temos a formulagdo da Equagdo de Euler-Lagrange em
coordenadas, a equacao diferencial que rege na perspectiva fisica a Mecdnica do sistema fisico
determinado pelo Lagrangeano e na matematica é a equagao que determina os pontos criticos do
funcional agdo, candidatos a solugdao do problema variacional associado a um Lagrangeano. Nas
associacoes que temos feito ao longo deste texto, é a equacao que generaliza a nossa geodésica
para mais contextos.

Para analisar os pontos criticos desse funcional naturalmente usam-se as solugoes da Equac¢do
de Fuler-Lagrange em coordenadas, com uma andlise para toda carta da variedade. O estudo
variacional se d& por conta da préxima proposi¢ao:

Proposigao 2.6. Uma curva v € solugao de Euler-Lagrange associada ao Lagrangeano L, se e
somente se em coordenadas ela atende a equa¢cao de FEuler-Lagrange

gs (a(t), () = % (gg (q(t),Q(t))>

Demonstragao. Para verificar a afirmacao, consideremos uma parti¢ao tal que 7 ([—e¢, €] X [t;, tit1])
esteja contido em uma vizinhanga coordenada, denotando em coordenadas ps(t) tal variagao. Seja
V(t) = %73 (t) ‘5:0 a velocidade da variagao e V = %ps‘s:o sua representagao em coordenadas.

13Aqui uma variagdo suave por partes de v é uma aplicagio 1) : (—¢,€) x [0,1] — M tal que v = ¥(s,-) e
w|(_€76),x[t:’ti+l] ¢ suave (para uma partigdo de 0 = o < -+ < ¢, = 1), em particular, o vetor velocidade da
variagao V(t) = 21(0,t) é continuo ao longo de .

Para um leitor interessado, essa abordagem de Euler-Lagrange com paralelo com geodésicas é uma perspectiva
para uma teoria mais geral que variedades com geometria métrica, a teoria de Variedades com Sprays uma
referéncia do assunto que recomendo é: [14].

15N as equagoes abaixo sao omitidas a composi¢ao com sistemas de cartas tanto para a curva y como para o
Lagrangeano L para evitar carregar muito a notagao, visto que o contexto é claro.
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D RO
= Z /t o aL ), q(t)V (1) + a—L.(q(t),q(mv'(t)dt
-/ {6 (o) - g (5 /@) b oo
+Z/;+1 d < ’(t))f/(t)) dt

Teorema fundamental do Calculo, V(0) = 0 = V(1) e soma telescopica implicam:

wo| =2 o) -5 (5 0o) e
+Z/_ti+l ;lt <g§( (t))f/(t)> dt

(-4 (%)

tit1

—0 (78)

+ Z (L (@) V(D)
e ! | 9 / ~
) Z/t {85 ') - % <3§ (v (t>)> } V(t)dt

Utilizando a arbitrariedade da escolha da variacao vs(t), e.g V() = f(t) {%—2 (Y(t) - 4 (%—2 (y’(t))) }
onde f > 0 énula fora de [t;, t;11], prova-se que Eq. de Euler-Lagrange equivale a 0 = jsé (. )‘

Agora que entendemos a ideia bésica por tras da teoria retornaremos para nossas proposicoes

do inicio do capitulo para discuti-las.
Aqui segue uma demonstragao da proposicao que é muito semelhante & conta feita anteri-

ormente.
Demonstragdo. (Proposicao [2.1) Considere uma variagao (s, t) — vs(t) de v0 = 7,7s(0) = 7(0),
~vs(1) = v(1) e campo velocidade V (t) = 8573( )ls:O

00| =g [ reke)
1+1 d
— s s - I s d
Z/ <a G 00) - ST

_Z/Hl d t),my'(t))) dt

O resto da demonstragao segue dos mesmos argumentos da demonstracao da Equagdo de Euler-
Lagrange em coordenadas, i.e. aplicar o teorema fundamental do calculo, soma telescopica e a
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escolha arbitraria da variagao, i.e. do campo velocidade t — V() € T,y M, com V(0) = V(1) =
0
O

O Corolario [2:2] tem demonstracao imediata a partir do resultado acima. Vale o comentario
de que a existéncia de solugao para o Problema Variacional do Lagrangeano do comprimento de
curvas, que é equivalente ao do Lagrangeano da Energia Cinética como no corolario em ques-
tao, para Variedades Completas € parte de um teorema conhecido de Geometria Riemanniana,
chamado Teorema de Hopf-Rinow.

Por fim, exibiremos aqui uma demonstragdao do Teorema [2.3] com Mecénica Lagrangeana e na-
turalmente Geometria Riemanniana. Porém a demonstragao em Teorema [3.24] ¢ mais sofisticada
e direta.

Teorema 2.7. (Métrica de Jacobi) Considere M wvariedade Riemanniana dotada de métrica g
eU: M — R fungio suave com U(q) < ¢,Yq € M, para algum ¢ € R. Se L : TM — R €
um Lagrangeano dado por L (vy) = g(vp,vp) — U(p) € g; € uma métrica em M tal que (g7), =
(¢ —U(q))gq, entao uma curva « : [0,1] — M € solugdo da equagdo de Euler-Lagrange segundo
L se, e s0 se, a € geodésica de gy, a menos de reparametrizacao.

Demonstracao. Ideia da Demonstragao Lagrangeana:

e Note que solugoes da Fquacgdo de Newton tem energia constante, ou seja, se « é solugao
da equacdo de Newton Jc € R : E(d(t)) = ¢, com E(vp) = 39(vp, vp) + U(p)m
e Compare a Conezxdo de Levi-Civita da métrica g com a da métrica g; usando a compa-
tibilidade com a métrica ou teoremas que sao consequéncias da Formula de Koszul.
. / o _ s Vol
e Lembre-se que pela regra da cadeia, se h é reparametrizacdo e § = aoh, entao ;3'(t) =
v
R (t)o! (h(t)) + (W'(1))* e’ (A(2))
e Conclua a existéncia de h reparametrizacao que leva solugdes do Euler-Lagrange de um
Lagrangeano no outro.

O

2.2. Transformada de Legendre. Definiremos brevemente aqui a Transformada de Legendre,
ela serd muito util na Secao[3]|e na Secao[4] posteriormente estudaremos mais dessa transformada
e veremos que em casos especiais que estudaremos ela nos d4 um difeomorfismo canoénico entre
TMeT*M.

Definicao 2.8. Dado um Lagrangeano L : TM — R, definimos a Transformacdo de Legendre
Tr : TM — T*M da seguinte forma:

d
Tr(v)u:= EL(U + tu) »

para todos v,u € T, M, para cada z € M.

Lema 2.9. Seja ¢ : U C R?™™ — V C TM sistema de coordenadas para TM , e L : TM — R
Entao

Y* o Ty ody(q,q) =TL,(q,9)
(oL,

onde Ly = L odi. Ou seja, o diagrama abaizo comuta:

16gy, Definigao definimos o funcional energia associado a um Lagrangeano qualquer e em |3| vemos que
esse estd associado ao Hamiltoneano.
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TM i T*M
dep b
Ty,

TRQH T* RQH

Definigao 2.10. Seja M variedade diferenciavel e L : TM — R um Lagrangeano, definimos a
energia associada a L como o funcional Er, : TM — R dado por:

E(v) =Tr(v)v — L(v)

2.3. Teorema de Noether. Aqui apresentaremos brevemente sobre o Teorema de Noether,
para mais detalhes é recomendado olhar o capitulo 1 de [9]. Focaremos num exemplo classico
desse teorema, a prova que forcas centrais preservam momento angular.

Teorema 2.11. (Teorema de Noether). Sejam M uma variedade Riemanniana, g : Rx M — M
um grupo de difeomorfismos a um parametro e L : TM — R um Lagrangeano invariante por gs.
SeZ:TM — R € definido por

s—0>

onde p = w(v), entao para toda curva « solugao de Euler-Lagrange para L, temos que I (/) €
constante.

7u(0) = T20) ( 5-0:00)

Exemplo 2.12. Para ilustrar a utilidade do teorema de Noether, o exemplo a seguir ird usa-
lo para deduzir a conservagao do momento angular em sistemas conservativos com simetria
radial, ou seja, dado por uma Forca Central Conservativa. Considere L : TR3 ~ R — R o
Lagrangeano Newtoneano L(q, ¢) = 5(¢,q) — U(q) tal que U seja invariante por rotagoes. Dado
n = (n1,m2,m3) € R3, defina a matriz, tal que s0(3) é a Algebra de Lie de SO(3) EL

0 -n3 N2
Ay=1| 13 0 —m | €s0(3)
—n2 M 0

Usaremos aqui o fato de que, dado v € R?’,Anv =7 X v, onde X é o produto vetorial. KEsse
resultado pode ser verificado apenas calculando ambos os termos e nao sera provado.

Considere gJ = exp(sn) grupo a 1 parametro de matrizes de SO(3). Como U ¢ invariante por
rotacoes e a acao de SO(3) em R3 preserva a norma, temos que L é invariante por gs. Assim, o
Teorema de Noether nos garante que

s=0>

. oL, .. d._
Iﬂ%®=<aﬁ%®”h%W)
= mQaAn(D

mg,n x q)
n % ¢, mq)
q % (mq),mn)

o~ o~~~

é constante ao longo das solugoes de Euler-Lagrange de L. Como 7 foi escolhido arbitrariamente,
temos que g x (mg) o momento angular é constante.

Para o leitor nao familiarizado com Grupos de Lie recomendo o capitulo 2 de [1].
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3. RUDIMENTOS DE GEOMETRIA SIMPLETICA VIA MECANICA HAMILTONIANA

Nesta sessao veremos uma outra modelagem da Mecdnica Cldssica, ela nos levard a uma nova
Geometria, a Simplética. No mundo Simplético héd muita teoria a ser explorada que foge total-
mente ao escopo deste texto, aqui como sempre visaremos resultados que nos levem a perguntas
sobre geodésicas. Por isso, veremos esta geometria muito mais como uma ferramenta para en-
tender e resolver problemas do que para estudar a area em si, apesar dessa ser muito vasta e
interessante, e para isso teremos uma ponte que liga nossos problemas variacionais e “geodésicos”
ao mundo simplético. Essa ponte ¢ justamente a Transformada de Legendre definida na Segao[2.2]
Com isso teremos uma versao da Equacdo de Euler-Lagrange no contexto Simplético, as Fquagdes
de Hamilton(Definigao que nos permitird entender o Gradiente Sz’mplético(PropOSigéo
e com ele teremos ferramentas para aplicar em problemas interessantes. A aplicagao explicita
dessa filosofia sera feita ao fim da sessao na, ja antes citada, segunda demonstracdo do Teorema
feita em Teorema As notas de toda esta segao sao baseadas fortemente na dissertacao
de mestrado do meu xara [9.

3.1. Estrutura Simplética. Comegamos a sessao definindo a estrutura da nossa Geometria
Simplética, nesta subsecao serao feitas muitas defini¢oes e resultados iniciais tanto de Geometria
Simplética como de Algebra Linear Simplética, naturalmente aqui o foco é chegar de forma
rapida nas defini¢oes e resultados essenciais para o resto do texto, mas mostrando ao leitor nao
familiarizado alguns resultados e defini¢goes importantes. Para mais detalhes recomenda-se [9] e
[10].
Definigao 3.1. Se V' é um espago vetorial, uma estrutura simplética linear em V é um 2
-tensor alternado w € A?(V) ndo-degenerado. Da mesma forma, se M é uma variedade diferen-
cidvel, uma forma simplética em M & uma 2-forma w € Q%(M) fechada e néo—degeneradaﬁ
O par (V,w) é um espago vetorial simplético.
O par (M,w) é dito uma variedade simplética.

Definigao 3.2. Sejam (Mp,w1) e (Ma,ws) variedades simpléticas. Se f : M; — Ms é um
difeomorfismo tal que w; = f*ws, ele é dito um simplectomorfismo. (M, w;)e (Ma,ws) sao
ditas simplectomorfas se existir um simplectomorfismo entre elas.

Com isso, definiremos os dois exemplos mais basicos, porém ja sdo de extrema importancia.
Primeiro o espago vetorial simplético mais classico, o R?" com forma simplética canonica, depois
a variedade simplética mais classica, o Fibrado Cotangente que para o ponto de vista de Mecdnica
representara nosso espaco de fases em que a mecénica acontece.

Exemplo 3.3 (Forma Simplética Candnica de R*™). Sejam u,v € R*;u = (u1, u2),v = (v1, va),
define-se w : R?" x R?™ — R pela equacao:

w((u1,u2); (v1,v2)) = (u1,ve) — (v1,u2)
Em coordenadas:

w:dei/\dyi

Exemplo 3.4 (Forma Simplética do Fibrado Cotangente). A forma estrutural de T*M é X €
AT*M tal que, para oy, € T*M e v € T, T* M, temos:

Aa(v) = ap(dmy(v))
Entao a forma simplética canénica de T*M é definida por: w = —dA.
Em coordenadas:

A= sz'd%‘

18Usarei usualmente w para ambos e é esperado que o leitor diferencie ambos contextualmente quando nao
explicitado.
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w = Z dg; A dp;
i
Agora veremos uma construcao simples, mas que nos permitira gerar mais exemplos de espagcos
simpléticos. Depois teremos dois Lemas que sao usados na demonstragao do Teorema [3.8] que é
cléssico e importante para o entendimento do mundo simplético, justamente por isso que ele é
apresentado aqui, para a sua demonstracao em detalhes recomendo [9]. Esses lemas estao aqui
pois tem sua utilidade além de provar o teorema em questao.

Definigao 3.5. Sejam (Mj,w;)e (Ma,wy) variedades simpléticas. A variedade simplética
produto de M e My é o par (M X Ma,w), onde, se vi,w; € TMy e vy, we € T M,

w ((v1,v2), (w1, w2)) = wi (v, w1) + wa (v2, w2)
w é chamada a forma simplética produto de wy e ws .

Lema 3.6. Sejam M variedade diferencidvel e uma famdlia w; € QF(M) de formas diferencid-
veis. Dadas uma familia de campos Xy € X(M) entao existe uma familia py : M — M de
difeomorfismos com pg = Id tais que:

d , ¥ dwy
e =P <£Xt + dt>

Lema 3.7. (Truque de Moser) Seja M wvariedade compacta e wy familia de formas simpléticas
tal que % € exata para todo t. Entdo existe uma familia de difeomorfismos pr : M — M com

po = Idps tal que piwr = wo

Teorema 3.8. (Teorema de Darbouz) Toda variedade simplética € localmente simplectomorfa ao
R?"™ munido da forma simplética candnica.

Com o teorema, (3.8 pode-se primeiramente notar que variedades simpléticas tem dimensao par
e também que a teoria local dessa geometria é trivial, diferentemente do caso Riemanniano, mas
isso a torna uma ferramenta forte para problemas globais. Vamos agora exibir uma série de fatos
sobre algebra linear simplética que sao importantes para a teoria e por fim definir o Gradiente
Stmplético.

Definigao 3.9. Sejam (V,w) espago simplético e W subespago vetorial de V. Entao o comple-
mento simplético de W é definido por:

W« ={veV|whw)=0Ywe W}

Com esta definigdo em maos, podemos classificar subespagos e subvariedades de acordo com
os complementares simpléticos. O mais importante deles para o estudo deste texto sera o coiso-
tropico.

Definigao 3.10. Sejam (V,w) é um espago simplético e W é um subespago de V.W ¢ dito
subespacgo isotrépico se W C W% e coisotrc‘)picoﬂ se W« C W. Um subespago isotrépico e
coisotropico é dito Lagrangeano. Finalmente W ¢é dito simplético se W N W¥ = 0.
Analogamente, se (M,w) é uma variedade simplética e N e subvariedade de M, temos que
N ¢ isotrépica, coisotropica, Lagrangeana ou simplética se, para todo p € N,T,N é um
subespaco isotropico, coisotropico, Lagrangeano ou simplético de (7),M,wy), respectivamente.

Proposicao 3.11. Seja (V,w) espago simplético e W subespago simplético de V. Entdo temos
que dim(W) + dim(W<) = dim(V).

Demonstracio. Aqui vale pensar como em Algebra Linear usual pensando no complemento or-
togonal, a teoria é diferente mas a argumentacao é semelhante.

Tome ¢ : V — V* a fungao linear dada por ¢(v)(w) = w(v,w). Como w é ndo degenerada,
¢ é um isomorfismo de espacos vetoriais. Observe que ¢ (W*) = W0 é o anulador de W. Logo
dim W¥ = dimW" = dim V — dim W

19Espaugos coisotropicos aparecem na mecanica como exemplos de subniveis de mesma energia de um sistema,
logo serdo bem importantes para este texto visto que sistemas conservativos preservam energia.
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O

Agora definiremos o gradiente simplético e vale notar que o nome é dado em analogia & defini¢ao
usual de gradiente Riemanniano como campo que age, através da estrutura Riemanniana, no
fibrado tangente da mesma forma que a diferencial da fungao. Ao fim deste texto discutiremos
o gradiente Finsler (defini¢ao que generaliza o conceito Riemanniano de forma semelhante.

Proposigao 3.12. Se M wuma variedade simplética, dada f : M — R fun¢do suave, existe um
tinico campo Xy € X(M) tal que df = w(Xy,-) . Chama-se X¢ de Gradiente Simplético ou
Campo Hamiltoniano de f.

Demonstracao. A existéncia do gradiente simplético é consequéncia da nao degenerescéncia de
w. Em coordenadas locais basta aplicar df em uma base local de se¢bes de T'M para obter as
coordenadas explicitas dele.

Para a unicidade, basta supor que existam X, Xy € X(M) satisfazendo as propriedades do
gradiente simplético. Temos entao, para todo Y € X(M)

W(Xl — XQ,Y) =W (Xl,Y) — O.J(XQ,Y)
— df(Y) - df(Y)
=0

Como w é nao-degenerada e Y é qualquer, temos X1 = Xo.
O

Lema 3.13. Dada (M,w) variedade simplética, a aplicagio C°(M) > f+— Xy € X(M) € linear.

Demonstracao. Sejam f1, fo : M — R e ki, ks € R. Entao, para todo p € M e v € T,M, temos
que

w (Xk1f1+k2f2,v) =d(kif1+ k2f2)p (v)
= (k1 dfi + k2 df2), (v)
=w (k‘lel + k'QXfQ,’U)

Por fim, basta usar que w é nao degenerada, implicando assim a linearidade.
O

3.2. Equagoes de Hamilton. Nesta subse¢ao vamos definir a equagdao que faz o papel de
Euler-Lagrange no universo da Mecdnica Hamiltoniana. Com isso teremos ferramentas para
entender os problemas variacionais que estamos interessados neste novo contexto. Como dito
anteriormente, a ponte entre essas duas teorias serd a Transformada de Legendre (definida em
para isso revisitaremos ela brevemente e faremos mais alguns comentérios. Posteriormente
desenvolveremos o link entre a teoria Riemanniana e Simplética, ou entre a Mecanica de Lagrange
e a de Hamilton.

Definicdo 3.14. As Equagoes de Hamilton, sio definidas a partir de uma funcdo H : R*"* —
R, que chamaremos de Hamiltoniano, da seguinte forma

i) = 5, (alt).p(0)
A1) = — 22 (g(t), p(t))

dq;

onde p,q : (—€,€) — R™ s@o curvas, g—f denota a derivada parcial de H com relacao a i -ésima

coordenada e gH denota a derivada parcial com rela¢ao a (n + i) -ésima coordenada. Dizemos,

Py

nesse caso, que a curva (g, p) satisfaz as equagdes de Hamilton para H ou que (gq,p) é solugao
das equacoes de Hamilton para H.

2L
dq?
dito hiper-regular se sua transformada de Legendre 17, e um difeomorfismo. Note que se L é
hiper-regular, entao

Definicao 3.15. Um Lagrangeano L é dito regular se a matriz { ] é sempre invertivel. L é



26 GUILHERME CERQUEIRA GONCALVES

Id 0
dTL = | @21 &1

dgd¢  dg¢?
é sempre invertivel. Logo todo Lagrangeano hiper-regular também é regular.

Na sessao [1| podemos ver a Métrica Riemanniana como um Lagrangeano Hiper-reqular muito
bem comportado. Futuramente, na Secao 4] veremos a Métrica Finsler (Defini¢oes e
como um Lagrangeano mais geral que o Riemanniano, mas ainda muito especial, nao teremos a
Transformada de Legendre como difeo entre T'M e T* M mas conseguiremos que seja difeo entre
TM\O e T*M\O. Entao, com o devido cuidado estas técnicas podem ser usadas nesse mundo
diferente. Daqui para frente nesta subse¢ao nos dedicaremos ao estudo de Hamiltonianos que
vem de Lagrangeanos Hiper-requlares, pois nesses a traducdo entre as Mecénicas é um difeo,
entao preservard boas propriedades.

Definigao 3.16. Para um Lagrangeano hiper-regular L : TM — R, podemos definir seu Ha-
miltoniano associado a L como a funcao Hy = Ej, o TL_I.

Proposigao 3.17. Seja L : R*™ — R Lagrangeano hiper-reqular. Entio o : [0,1] — R" é
solugao de Fuler-Lagrange em coordenadas para L se, e s se, Tr, (a, &) é solugao das equagoes
de Hamilton para Hr,.

Fato 3.18. Para nos livrarmos de coordenadas e enxergamos mossos conceitos de modo mais

abstrato vamos relacionar solucoes das Equacoes de Hamilton com algo independente de coor-

denadas, o Gradiente Simplético. Basta notar que solucoes das equagoes de Hamilton para um
OH oOH

Hamiltoniano H sao também solucoes do fluxo do campo X = (a—p,—a—q). Por fim, perceba

também que X = Xp, gradiente simplético de H para a forma simplética candnica do R®*™. Pelo
Teorema de Darboux (teorema@ toda variedade simplética é localmente simplectomorfa ao R*"
candnico (para a dimensao apropriada) entao conseguiremos localmente se apoiar nesta discussao
para ter definigoes livre de coordenadas usando o fluxo do gradiente simplético.

Lema 3.19. Sejam (M,wyr), (N,wn) variedade simpléticas ef : M — N simplectomorfismo.
Se Hy : N — R é Hamiltoniano e Hyy = Hy o f, temos que « : [0,1] — M ¢é solugao do fluro
de Xm,, se, e so se, foa € solugao do fluro de Xg, .

Demonstracao. Observe que, dado p € M e v € T,M
wny (X, (p),v) =d(Hum),
=d(Hyo f)p
= d(HN)f(p) odfy
= wn (Xuy o f(p), dfp(v))
=wy (df, o Xy, 0 f(p),v)

onde a iultima igualdade vem do fato de que f é um simplectomorfismo. Como wys é nao-
degenerada, temos que

XHM(p) = dfp_l OXHN o f(p)
Dessa forma, dada uma curva « : [0,1] — M, temos que se Xp, (f oa) = (f o), entdo
Xty (alt)) = df ) o Xy ((f 0 @)(1))
= df;é) o(foa)(t)
— /(1)

A outra implicacdo é obtida fazendo o mesmo para f~1.
O

Proposicao 3.20. Seja M uma variedade suave e L : TM — R um Lagrangeano hiper-regular.
Entao « : [0,1] — M solugao de Euler-Lagrange em coordenadas se, e sd se, Tr, (/) € solugao
do fluro Hamiltoniano de Hy,.
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Demonstracao. Para solucionar isso naturalmente combinaremos resultados que ligam, pela trans-
formada de Legendre, solucoes de FEuler-Lagrange as do fluro Hamiltoniano. Para vermos isso
em coordenadas usaremos a comutatividade do diagrama da transformada de Legendre com
coordenadas:

TR™ L T*R™

Sejam w a forma simplética natural de T*M e ¢ : U C R® — V C M carta de M. Defina
entio @ = oa e Ly = Lody. Como as equagoes de Euler-Lagrange sao invariantes por
difeomorfismos, temos que « é solucdo de Euler-Lagrange para L se, e s6 se, & é solugao de
Euler-Lagrange para Ly, o que, pela proposigao e o fato ¢ equivalente a Tr,, (&, @’) ser
solucao do fluxo de X Hy,

Logo, basta provar que Tr,, (&,a’) é solugao do fluxo de XHLw se, e 80 se, 11, (/) é solugao
do fluxo de Xg,. Mas observe que, dado v € TR"

Ep,(v) =Tr,(v)(v) = Ly(v)
= T1( dy(v))(de(v)) — L( dip(v))
= Er ody(v)

e, portanto

_ -1
HLw = ELw o TLw
= Brodyo (¢ o Ty o dy)
= EpodypodyptoT o (")

x\—1
= Hpo (¥7)
Note que, como mostrado no Exemplo , se escrevermos dv' = (q1,...,qn,P1,...,pPn) ©
fizermos w a forma simplética canonica de T*M e wg a forma simplética candnica de R%", temos

((1#*)71) w =", dg Adp; = wo. Logo (¢*)”" é um simplectomorfismo entre (T*M,w) e

(RQ", wo). A solugao segue pelo Lema .
O

Corolario 3.21. Seja M variedade suave, w a forma simplética candénica de T* M. Sejam também
L : TM — R um Lagrangeano e wy, = Tjw. Entdo, uma curva o : [0,1] — M € solucio de Euler-
Lagrange em coordenadas para L se, e 56 se, o/ € solugao do fluro Hamiltoniano do funcional
energia Ep referente a forma simplética wry .

3.3. Métrica de Jacobi. Para finalizar a sessdo de Geometria Simplética vamos usar a teoria
desenvolvida para apresentar dois Lemas que nos levarao a segunda demonstracao do teorema
2.3| aqui referenciado como teorema [3.24

Lema 3.22. Sejam (M,w) uma variedade simplética e Hy, Hy : M — R Hamiltonianos em M
tais que existem hy e hy valores requlares de Hy e Ho, respectivamente, com Hfl (hy) = H;l (ha) .
Se aq,ay sao solugoes dos fluxos de Xg,, Xu, respectivamente, entao existe reparametriza¢ao
v :[0,1] — [0,1] tal que a2 = a1 0 .

Demonstracio. Defina A := H; ' (h1) = Hy ' (ha). Se z € A e v € T,A entdo temos que
0=d(H), (v)
= w (Xn, (2),0)

Isso implica que Xp, (2) € (T,A)”. O mesmo vale para Hy. Pela Proposigao temos que
dim T, A + dim (T,A)” = dim M. Juntando a isso o fato de que dim T,A = dim M — 1, temos
que dim (T,A)” = 1. Além disso, o fato de hy e hy serem valores regulares implica que Xp,
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e Xp, sdo campos que nao se anulam em A e que estdao ambos contidos no mesmo subespago
unidimensional. Assim, podemos encontrar uma funcao suave A : A — R tal que, para todo
z€eA

X, (2) = M2) X, (2)
Vamos agora construir a reparametrizagéo de oy para ag. Defina a funcao f : R — R por
f(t) fo Aoal( )ds Como f'(t) = Aoal Yoar® # 0, temos que f é inversivel. Vamos provar que
@ = f~! é a reparametrizacio desejada. De fato, temos que
_ /
)= (1) @)
B 1
fr )
= (Aoaq) (1))
Isso implica que
(a109) (t) = a1(p(t)¢' (t)
= Xg, (a10¢(t)) A(a1 0 (1))
= Xg, (a1(p(1)))

ou seja, que g o @ é solugao do fluxo de Xp,. Pelo Teorema de Unicidade de solugdes de EDO,
temos que oy 0 Y = qo.
O

Lema 3.23. Sejam L, Ly : TM — R o0s Lagrangeanos apresentados no teorema a Sequir €

denote por H, Hy : T*M — R os respectivos Hamiltonianos associados. Temos entao que:

H (vp) = ’”p‘ +U(q)

_ ‘”p’
B () = 50 =01

Demonstragdo. Se provarmos que H 1(c) = H}l(l) e ¢ e 1 sao valores regulares de H e Hj,
respectivamente, pelo Lema [3.22] o teorema estara provado. A igualdade das pré-imagens pode
ser provada tomando v, € T /M e observando que

H (vy) = c & |v,|* = 2(c — U(q))

|Up‘2 —1
2(c=U(q))
< Hy (Up) =1

Para provar que c e 1 sao valores regulares, note que, como o contra—dominio de H é R, basta
encontrar uma curva a : (—¢,e) — T*M tal que H(a(0)) = ce S H((a( # 0. O mesmo
vale para H;, mas fazendo H;(«(0)) = 1.

Considere v, € Ty M e defina a(t) = (t + 1)v, para todo t € (—¢,€). Se escolhermos v, tal que

H (v,) = ¢, teremos que |v,|> = 2(c — U(q)) # 0 e

)]

G| =5 (Gl @)
1 2
= 2l
#0

logo ¢ é valor regular de H.
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Para provar que 1 é valor regular de H, escolha v, tal que Hj (v,) = 1. Dessa forma temos
lup|? = 2(c — U(q)) e, usando a como definido acima,

d Cd (t+1) |yl

@) = Gae=uw) 0

‘”p’z
2(c—Ul(q))
£0

O

Teorema 3.24. (Métrica de Jacobi) Considere M wvariedade Riemanniana dotada de métrica
geU: M — R fungao suave com U(q) < ¢,¥q € M, para algum ¢ € R. Se L : TM — R €
um Lagrangeano dado por L (vy) = (vp,vp) — U(p) € g5 € uma métrica em M tal que (91), =
(¢ —=Ul(q))gq, entao uma curva o : [0,1] — M € solugao da equagao de Euler-Lagrange segundo
L se, e so se, a € geodésica de gy, a menos de reparametrizacao.

-1 _ g1,
Ideia da Demonstracao: Hy (1) = Hy (c2)

e Os gradientes simpléticos sdo multiplos, ou seja: X7, (2) = A(2)Xn, (2)
o Existe ¢, tal que se aq, o sao solugoes dos fluxos Xp,, X7, respectivamente, as = 0.
e Aplicar o resultado aos Hamiltonianos:

H(wy) = 5llupll* + U(p)

[|vp|?
o) = 56— )

Ou seja, como os Hamiltonianos associados aos Lagrangeanos, L e g, sao respectivamente
H e Hj do Lema [3.23] e eles tem a mesma pré-imagem comum, um subespago co-isotrépico
comum correspondendo a um nivel de energia constante, pelo Lema[3.22] temos que os fluxos sao
miltiplos e em particular suas solugoes sao uma a reparametrizagdo da outra, como queriamos
demonstrar.

O

4. Boas VINDAS AO MUNDO FINSLER

Nesta sessao introduziremos a principal geometria que queremos estudar neste texto, a Ge-
ometria de Finsler. A abordagem aqui feita tenta focar ao maximo em evitar o uso excessivo
de coordenadas e célculos com indices que podem se tornar bem trabalhosos ja em Geometria
Riemanniana e em Finsler se tornam ainda mais complicados e trabalhosos. Essa abordagem
com muitos indices é a mais comum e pode se encontrar em maior parte das referéncias classi-
cas como [5] e [I8] que sdo 6timas referéncias para um entendimento amplo da éarea, e alguns
grandes resultados cléssicos. Porém, para favorecer essa bordagem mais livre de coordenadas
e geométrica nossa principal fonte serd a tese de doutorado [4] do professor Benigno Alves, as
Subsegoes e [£.2] sdo majoritariamente baseadas nessa tese. Nesta sessdo faremos uma intro-
ducao focada em inicialmente dar um panorama breve das bases dessa teoria, ressaltando suas
diferencgas para o caso Riemanniano, e chegar rapidamente no conceito que mais nos interessa,
o de Geodésica. Como mencionado anteriormente a Geometria de Finsler pode ser vista como
vinda de um Lagrangeano mais geral que o Riemanniano, mas ainda assim muito especial e com
boas propriedades. Nesta secao demonstraremos o principal teorema deste texto, o Teorema
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A Subsecao [£.3] ¢ dedicada a esse teorema e sua demonstragdo que ¢ baseada no artigo
[8], nesse artigo é apresentada uma demonstra¢ao bem curta e na subse¢ao complementei essa
demonstracao com alguns detalhes que foram omitidos.

4.1. Métrica Finsler e Exemplo Randers. Nesta subsecao definimos as primeiras nocoes
deste novo mundo como nossa Métrica Finsler, a Indicatriz, o Espago Normal, as bolas que
a métrica Finsler induz e por fim nossas Geodésicas Finsler definidas de um ponto de vista
Lagrangeano ao passo que na Subsecao [5.1] definiremos a conexao que vamos trabalhar prioritari-
amente e veremos que a defini¢ao de geodésica lagrangeanamentelﬂ coincide, a Conexdo de Chern.
Também serd atentado ao longo desta subsecdo os fendmenos particulares, em geral ligados a
propriedades anisotrépicas, que o Mundo Finsler abarca que nao sao vistos no Riemanniano.

Definigao 4.1. Seja F' : V — [0,00) uma funcdo positiva em um espago vetorial de dimensao
finita V. Dizemos que F' é uma norma de Minkowski quando for positiva homogénea (isto é,
F(\v) = \v para todos A > 0 e v € V' ), suave em V\0 e fortemente convexa, ou seja, o tensor
fundamental associado a F, definido por

82
= - F? t
gv(u, w) 5 5sbi (v + su+ tw) .

para quaisquer v,u,w € V com v # 0, é positivo-definido. O par (V, F') é denominado espago
de Minkowski.

Definigao 4.2. Uma norma (métrica) Finsleriana em uma variedade diferenciavel M é uma
fungdo continua F': TM — [0,00) tal que Flpyng : TM\O — (0,00) € suave e Fy := Flp 5 ¢
uma norma de Minkowski para qualquer p € M.

Definigao 4.3. Quando F(v) = F(—v) para qualquer v € V' a métrica Finsleriana F é dita
reversivel.

Isso ja nos mostra que a métrica Finsler nao é uma métrica no sentido usual e a norma
Finsler também nao é uma norma no sentido usual mas essas nomenclaturas sao usuais da area
e dificilmente causarao confuséo.lﬂ Vale o comentario trivial que uma métrica Riemanniana é
uma métrica Finsler reversivel fortemente convexa em todo T'M néao somente em T M\0, mais
para frente comentaremos mais sobre a importancia de olhar para TM\0 ao invés de T M.

Proposicao 4.4. Para qualquer v € TM\O0, o tensor fundamental de uma variedade Finsleriana
(M, F) possui as sequintes propriedades:

(i) g = gv para qualquer X >0
(i) go(v,v) = F?(v)
(iii) gy(v,u) = %%FQ(’U + 8“)‘520 = L(v)(u),u € TryM tal que L : TM\O — T*M\0 € a
Transformada de Legendre (Defini¢ao relativa a %Fz.
(iv) go(v,u) < F(v)F(u),Yu € TryM (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

Demonstracao. (i) Basta notar que, para u,w arbitrarios:

20para o leitor familiarizado, essa seria a definicdo de geodésica por Sprays.

2lputuramente veremos que a distancia definida pela métrica Finsler também néo é uma distancia no sentido
usual.

22Como essa transformada seré importante e também para explicitar que estamos olhando para os fibrados
sem a sec¢ao nula usaremos essa notagao definida no texto ao invés de T% F2 que seria a notagado usual segundo a

Subsecao |2.2
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1 92
= - ——F%(\ ¢
Iow (U, w) 5 5s0i (Av + su + tw) o
1 02 S t
ST - S
2 9501 <” T Aw> oo
1 92
== F? ¢
5 90t (v + su+ tw) o
= gv(u, w)
.. 2 92
(ii) Basta notar que: g,(v,v) = %aiath((l +s+t)v) 0T %8‘2(%(1 + 5+ 1)2F2(v) T

F2(v)

(iii) Conta anéloga ao item (ii) e aplicar a definigdo da transformada de Legendre.

(iv) Como a conta é feita na fibra TrwyM o vetor u admite decomposicao na diregao de
v somado com um vetor no subespaco ortogonal a v em relagao a g, que é produto
interno em Ty (,)M. Entao, se u = Av + w temos g,(v,u) = Agy(v,v) = AE2(v). Se
A < 0 a demonstragao terminou. Caso contrério, como w € Tr,)M e w L v temos que
F(v) < F(v+w), em particular vale para fw, entdo:

gv(v,u) = AF(v)F(v) < AF <v + iw) F(v) = F(u)F(v).
g

Para os mais versados na Teoria de Fibrados é possivel enxergar, como ressaltado no capitulo
3 de [B], por conta da Proposigao 4.4]item (i) a métrica Finsler como uma métrica Riemanniana
induzida num fibrado pullback sobre o fibrado de esfera de M, usualmente representado por
S(M), e as métricas Finsler reversiveis num fibrado pullback sobre o fibrado projetivo tangente.
Por conta do item (iii) é possivel provar que £ é um difeomorfismo positivo homogéneo de grau
1 que se estende continuamente para a se¢ao nula, para mais detalhes o leitor pode olhar o secao
3.1 de [1§].

Agora veremos nosso primeiro exemplo ndo Riemanniano, e nao reversivel, os Espacos de
Randers. Eles nos acompanharao ao longo de todo texto e serao definidos de uma segunda forma
na ao fim desta subseg@o para serem estudados mais a fundo, usando a Deformacao de Zermelo.

Definicao 4.5. Uma Norma Randers, R, numa variedade é uma Norma de Finsler dada por
uma métrica Riemanniana somada de uma 1-forma, de tamanho menor que 1, ou seja:

R: TM — R
v — a(v)+B)

Em que « ¢ a norma induzida por uma métrica Riemanniana, g, ou seja a(v) = y/g(v,v) e 8 é
uma 1-forma tal que || 5 ||o< 1, com || - ||, & norma induzida por a no espago dual.

As Normas Randers sao intuitivamente métricas Finsler formadas por pequenas perturbagoes
de métricas Riemannianas e sao reversiveis se e somente se sdo Riemannianas, o que é facil de
ver pois « é positiva homogénea e § é linear.

Veremos agora um objeto que nos acompanhard muito ao longo do texto, as indicatrizes.
Diferentemente da Geometria Riemanniana que procuramos fazer o maximo de teoria dentro da
variedade, em Finsler é comum resolver as contas no fibrado pois 14 a norma se comporta melhor
e para isso a indicatriz serd bem tutil. Depois veremos, no Teorema um resultado que mostra
que as indicatrizes definem a geometria de Finsler e consequentemente quao geral e natural é a
estrutura Finsler.

Definicao 4.6. A indicatriz em p € M de raio r > 0 de uma métrica Finsleriana F' : M — R é
o conjunto

If(r) ={veT,M;F(v)=r}
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Teorema 4.7. Sejam V um espago vetorial e B um subconjunto fechado de V contendo a ori-
gem. Suponha que B satisfaz as sequintes condi¢oes:

. B € estrelado com respeito a origem;

. B intersecta todas as direcoes;

. S := 0B € uma hipersuperficie fechada de V tal que qualquer v € S € transversal;
4. Para qualquer v € V\O existe um unico A\, > 0 tal que ;—U es

5. S fortemente convexa.

W N =

Entao a aplicagio F : V. — R que associa a cada v € V o nimero A, dado no item (4) é
uma métrica de Minkowski cuja indicatriz é S. Reciprocamente, se F' : V. — R é uma mélrica
de Minkowski, entdo B := F~10, 1] satisfaz os cinco itens acima e neste caso S = zF.

Assim como no caso Riemanniano em que pela Transformada de Legendre associada & métrica,
ou & energia, temos uma identificacdo canoénica entre T'M e T M, no caso Finsler a nossa métrica
Finsler também nos da uma identificacao desse tipo e munimos T*M com a métrica Finsleriana
Fx(B) := sup{B(v),v € IF'}, chamada métrica dual. Vale notar que usando a Transformada
de Legendre L definida na Proposigao temos F' = F*o L.

Antes de seguirmos em frente, faremos uma breve digressao explorando mais o exemplo Ran-
ders e a construcao da Deformacdo de Zermelo que nos dara exemplos Finsler muito mais con-
cretos e artificios praticos para trabalhar neles. Essa defini¢ao é central para o Teorema [4.25]
que é o principal deste texto, e também sera para a Segao [0}

Definicao 4.8. Se F' : TM — R é uma métrica Finsler e W um campo suave em M com
F(=W) < 1, define-se a translacao de F' por W como a métrica Finsler Fyy : TM — R definida
implicitamente pela equacaos

F<FV;}(U)—W> =1,ve TM\0

Chama-se Fyy de Deformag¢do de Zermelo de F por W (ou Métrica de Zermelo com
data (F,W)).

Veremos no Lema que toda Métrica Randers (vide Definigao é equivalente a uma
Métrica de Zermelo com data (h, W) para h métrica Riemanniana e W campo satisfazendo
h(W, W) < 1.

Primeiramente veremos uma relagao muito ttil entre indicatrizes de uma métrica Finsler e de
sua Deformagdo de Zermelo.

Proposigao 4.9. As indicatrizes de uma métrica Finsleriana, F' e uma métrica de Zermelo com
data (F,W) de uma mesma variedade M sao relacionadas por:

I (1) = ZF (1) + 1V,
para todo, p € M er > 0. Vide Figura[3.
Demonstracao. Pela homogeneidade positiva da norma Finsler temos:
F(v— Fyw()W) = Fy(v) e F(v)=Fy(v+ Fiy(v)W)

Basta fazer Fyy(v) = r na primeira equacao e F'(v) = r na segunda.

23Sera comum ao longo do texto chamar o campo W relativo a uma Deformacdo de Zermelo de vento.
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Z

R(v)=1

TR

+

-2

FIGURA 2. Imagem representando a indicatriz de uma norma Riemanniana
e a de uma norma Randers R com data (h, W), exemplificando a formula da

proposicao [£.9]

Lema 4.10. A aplicagao Z : TM — R € uma métrica de Zermelo com data (h, W), em que h
€ métrica Riemanniana, se e somente se, for a métrica Randers:

at+f=va+p

onde a e B sao respectivamente norma Riemanniana e 1-forma, dadas por:

Mh(uw,v) + h(u, W)h(v, W h(v, W
() = MR BRI )
A A
com A =1—h(W,W), Além disso,
(4.1) h(v,u) = n(a(v,u) — B(v)B(u))
onde B € o campo vetorial a-dual a B definido por 5(-) = a(B,-). Temos assim, W = —%

comn=1-a(B,B).

Demonstrag¢ao. Suponha que Z é uma métrica de Zermelo de data (h, W). Seja u € TM tal que
h(u,u) = 1. Escreva u = % — W. Por definicao, h (% - W, % — W) =1, logo, denotando
A=1—h(W,W) e usando apenas a bilinearidade de h, obtém-se que

2h(v, W)

Z () +
E resolvendo esta equagao do segundo grau em termos de Z(v), conclui-se que

Z(v) = \/)\h(v,v) iz[h(v,W)]Q B h(v;\W)

A ida do resultado segue pela 1-homogeneidade de Z.
Reciprocamente,@ dada uma métrica Randers R = a+ 3, considere a métrica Riemanniana h
e o campo vetorial W dados em Seja Z a métrica de Zermelo com data de navegagao (h, W).
Provaremos que Z = R. Como Z e R s@o positiva-homogéneas, basta provar que Z(v) = R(v)
para qualquer v € . ou seja, R(v) = a(v) + B(v) = 1. Primeiro note que
2 a(B ) B )

a(W,W) = B(W)? = a(W,W) — a(W, B) o

2ANesta parte do argumento havia um erro em [4], que o proprio autor do texto, Prof. Benigno, me mostrou
como contornar.
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Logo
h(v —W,v — W) = h(v,v) — 2h(v, W) + h(W, W)
=1 [a(v,v) = B(v)* = 2(a(v, W) = B(v) B(W)) + a(W, W) — B(W)?]

— 1 |a(v)? - Bw)? - 26(@)717(—1 +a(B,B))+ %

= 1 [(@(v) + B0)(a(v) - B0)) +28(0) +
_ a(B, B)
n

. o 1 U8B
=1 a0 + 50 + 2 ] 77[1+
=n+a(B,B) =1.

Logo por definicao Z(v) = 1 e portanto Z = R.
O

Exemplo 4.11. Vale o comentario de que para o caso de uma norma Randers advinda da
Deformacgao de Zermelo de uma métrica euclidiana e com vento W constante a indicatriz é um
elipsoide de revolugao no sentido do vento e deslocado no mesmo sentido.

Agora veremos uma conta na Proposi¢ao que para fins deste texto servird somente de
exemplo que € possivel fazer contas bem explicitas com métricas Randers. Jd o Lema serd
atil para entender propriedades de ortogonalidade Finsler, ver Defini¢ao [{.21]

Proposicao 4.12. O Tensor Fundamental de uma métrica Randers R = a+ 3 = v/a+ 3 € dado
pela sequinte expressdo:

Lema 4.13. Seja R(-) = a(-) + B(-) = v/a(-,-) +a(-, B) uma métrica Randers com data (h, W),
respectivamente métrica Riemanniana e Campo satisfazendo h(W, W) < 1 sobre uma variedade
M. Entao dado v € T,M\0 obtemos as sequintes expressoes para a aplicagdo de Legendre:

Lo(u) = go(v,1) = R(v) <a(“’ v, 5(u)> _ B 4 a()Bu)

a(v) a(v)

para qualquer uw € T,M.

Demonstracao. Pela defini¢do de tensor fundamental e pela regra da cadeia segue que

10

9
v.u) = —— 2 v u = V)—— v Uu
(o) = R t0)| = RO S R0 )|
= R0) oo+ tu) + B+ tw)]| = R(v) [aa(v T - ﬁ(u)]
ot t=0 ot t=0
1 a(u,v)

0
= R(v) [204(1})325&(@ + tu, v + tu)
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Por outro lado, usando estas mesmas contas e a relagao entre a, 8 e h presentes no Lema
temos que

— R(v) [ml(v) %% (Ah(w 41,0 +-t) 4 B0+ W) %h(u, W)}
_Rw) [ 1 a(v)
) [2)\2( Ah(v,u) + 2h(v, W)h(u, W)) — Th(u, W)]
= R U) v, Uu l v u — (v u
= o (e + S, Wm0 W) ) = (o)t )
R(v) (v)

= Sai)” (v n (ih(v,W) - a(v)) W, u) = B b~ Ry

>

0

Agora retornaremos para o tratamento geral da estrutura Finsler para definir nosso principal
objeto, as Geodésicas.

4.2. Distancia e Geodésica. Nesta subsegdo definiremos, de modo Lagrangeano, nosso modo
de medir distdncias e geodésicas, aliados a isso falaremos sobre Vizinhancas Normais Con-
vexas no caso Finsler (caso Riemanniano no Teorema , com isso estaremos prontos para
entender o Teorema [4.25] e sua demonstragdo. Antes de partirmos para o teorema do proximo
capitulo, definiremos nossas noc¢oes de ortogonalidade e o Lema conectara inicialmente geo-
désicas e ortogonalidade, a relagao entre esses dois tOpicos serd mais explorada na Segao [6]

Definigao 4.14. Dada uma variedade Finsleriana conexa (M, F') define-se uma estrutura de
comprimento considerando o funcional comprimento que associa a cada curva suave por
partes 7 : [a,b] — M o ntamero real

b
1) = [ F(/(5)) ds
Ja a distancia entre p e ¢ dois pontos quaisquer em (M, F') é definida por E
d(p,q) = dr(p,q) = inf Ip(v),
vEQ

P.q

onde €2, , ¢ o conjunto das curvas C' por partes ligando p a ¢, vide Definicio .

E importante notar que caso F' nao seja simétrica a distancia definida dp ndo serd reflexiva,
ou seja dr(p,q) # dr(q,p),Vp,q € (M, F), como se esperaria de uma func¢do distdncia usual
em Espagos Métricos, porém chamaremos a distancia Finsler de distancia ainda assim como é
comum na literatura. Isso nos dara dois tipos de bolas na nossa variedade, mas usualmente para
os argumentos trabalharemos ao méaximo em uma so diregao, por exemplo no caso da Segao [0
em especifico as folheagbes terem codimensao 1, no caso dadas por pré-imagens, nos dard uma
diregao preferencial a seguir, que sera a dire¢ao do complemento ortogonal; mais particularmente
seguiremos a dire¢do do gradiente da fungao.

Definigao 4.15. Para cada p € M e r > 0 temos dois tipos de bolas; a bola futura B*(p,r) =
{q € M;d(p,q) < r} abola passada B~ (p,r) = {q € M;d(q,p) < r}.

Com a perspectiva da métrica Finsler como um Lagrangeano especial podemos definir uma
energia associada a ela e naturalmente definir nossas Geodésicas, como no caso Riemanniano,
como solugoes da Fquagao de Fuler-Lagrange relativa ao Lagrangeano da energia (ou compri-
mento). Com isso segue a definigao:

25Usaremos I(+) para funcional comprimento de curva independente da geometria, quando néo houver risco de
confusao.
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Definigao 4.16. Uma curva é uma Geodésica de Finsler quando a curva é ponto critico do
funcional energiaP_q

b
Ep(y) = / F2(/(s))ds

definido no espago das curvas suaves por partes 7 : [a,b] — M tais que y(a) =p e v(b) = q.

Exemplo 4.17. A geodésica em um espago de Minkowski (V, F') que parte de p € V com
velocidade v é a reta y(t) = p + tv.

Vale o comentério agora de que a aplicagao exponencial faz sentido no contexto Finsle@, mas
serd definida e estudada melhor na Subsegao . Entao, para cada v € T, M existe uma tnica
geodésica v, : I, — M tal que ~,(0) = v, onde I, é o intervalo méaximo de defini¢ao de ;. Como
no caso Riemanniano vale a pergunta se existe Bola Normal e mais precisamente se existe Bola
Normal Convexa@ e a resposta é afirmativa também, ou seja:

Fato 4.18. Dado p € M com ~v(0) = p, existe € > 0 tal que d (7(0),v(t)) = lp (%|(0 t)) para

qualquer t € (0,€). E também para cada ponto p € M existe U C M uma vizinhanga de p tal
que para qualquer ¢ € U existe um unico segmento de geodésica minimizante conectando p a q,
chamaremos essa bola de Bola (ou vizinhanga) Normal Convexa como no caso Riemanniano.
Nao demonstraremos este fato, mas vale o comentdrio de que esta também é uma propriedade
mais geral vinda de Sprays e para o leitor interessado recomendo ler a Se¢ao 5.1.4 de [14] para
uma demonstracao e mais detalhes. FEsta fato, porém, serd utilizado futuramente durante a
demonstragao do Teorema[].25, principal teorema deste texto.

Remark 4.19. Assim como a distancia entre dois pontos nao é reflexiva é valido notar que se
~ é uma geodésica, entdo nao necessariamente s — y(—s) é uma geodésica, fendmeno que nao
acontece no caso Riemanniano. Dada uma subvariedade P de (M, F) define-se as seguintes
funcoes distancias, ou seja fungoes que calculam a disténcia de um dado ponto & subvariedade
ou da subvariedade ao ponto,

p+(q) == d(P,q) = ;glfj d(p,q) e p—(p) := d(p, P) := ;glfg d(p, q)

Em geral pie p_ sao distintos e usualmente tentaremos fazer todas as contas com s6 uma das
duas, usualmente p,, pois para os resultados Topoléogicos/Geométricos isso costuma ser suficiente
e as analises em cada direcao costumam ser analogas, vale salientar que completude pode ser
um problema e em particular a completude para Finsler pode ser s6 para frente ou s6 para tras
exemplos que explicitam essas distingdes podem ser encontrados no livro [5].

Agora vamos estudar o conceito de ortogonalidade brevemente, ele sera retomado na Subsegao

e na Seqao [0

Definicao 4.20. Dada uma subvariedade L de M um vetor v € T,M\0 é ortogonal a L quando
p € L e gy(v,w) =0 para qualquer w € Tme

Definigao 4.21. O espago dos vetores ortogonais a L em p é denominado cone ortogonal a L
em p e serd denotado por vy(L), vide Figura|3] A unido disjunta de todos os cones ortogonais
a L denotado por v(L) := Upervp(L) seré referido como fibrado normal. Para cada intervalo,
possivelmente degenerado, J em (0,00) defina
V;(L) =v,(L)NFY(J) e v/ (L) := UpeLVI‘)](L)

26Um resultado classico sobre primeira variagdo do funcional energia, pode ser visto no capitulo 9 de [7], é
que pontos criticos da energia automaticamente sdo parametrizados por comprimento de arco, diferentemente de
pontos criticos do comprimento.

2Tss0 6 natural, pois ela faz sentido no contexto mais geral de Variedades com Sprays.

28 As vezes referida na literatura como vizinhanga totalmente normal.

29Do ponto de vista da Transformada de Legendre temos T,L C Ker(L(v)).



UM ESTUDO SOBRE GEODESICAS 37

FIGURA 3. Imagem representando o cone ortogonal(Definigao |4.21)) v4(L) a sub-
variedade L de Finsler no ponto ¢.

Lema 4.22. Se L é uma k — subvariedade de uma variedade Finsleriana (M™, F), entdo
vp(L), vy (L), v(L) e v"(L) sdo subvariedades de dimensdes n —k,n —k —1,n e n — 1 respec-
tivamentﬂ para qualquer v > 0. Além disso, pl,~y : V' (L) — L e p|V(L) : v(L) — L sao
submersoes.

Demonstracao. Considere N, := {,6’ € T,M*; ,B|TpL = O} que ¢é espago vetorial (n — k) dimensi-
onal de T, M*.

Observe que vp(L) = L7 (Np) e vy (L) = L7 <Np N(F*! (r)) para cada p € L; v(L) =

LY N)ev' (L) = L1 <Nﬂ (F*)~* (7‘)) ,7 > 0. Logo, como N, é uma (n — k) variedade e

L ¢ um difeomorfismo segue que vy(L), v,(L),v(L) e v"(L) sao subvariedades de dimensoes
n—k,n—k—1,nen— 1, respectivamente.

Agora, basta analisar as candidatas a submersao. O conjunto v"(L) pode ser escrito localmente
como o produto v, (L) x U para algum U aberto de L. Neste caso, p(v,q) = g para qualquer
(v,q) € vy(L) x U e portanto pl,-) ¢ uma submersdo. Analogamente prova-se que pl,
também é uma submersao.

O

Lema 4.23. Seja L subvariedade Finsleriana de (M, F) uma variedade Finsler, entao para
qualquer v € vy(L) o espago tangente a v,(L) em v coincide com o subespaco g, — ortogonal a
L em p, em simbolos

Tovp(L) = {u e T,M : gy(u,w) =0; Yw € T,L}

Demonstracao. Para verificar este resultado basta notar que os subespacos em questao possuem
a mesma dimensao e que se a é uma curva suave em vp,(L), entdo g, (¢/,w) = 0, para qualquer
w € T, L fixado.

O

Lema 4.24. Sejam (M, F') uma variedade Finsleriana e P uma subvariedade fechada em M. Se
v :[0,1] = M € uma geodésica tal que L(v) = d(P,~(1)), entao +'(0) € v(P).

4.3. Um Teorema sobre Geodésicas via Deformacao de Zermelo. Nesta parte sera apre-
sentada uma versao de uma demonstra¢ao do Teorema 1 de [§], neste texto Teorema A
demonstragao aqui apresentada é uma complementacao, escrita pelo autor do texto e cuja ideia
foi sugerida pelo meu orientador Marcos M. Alexandrino, pois a demonstracao do artigo tinha
detalhes importantes omitidos, detalharei essa questdao ao fim da demonstragao.

30Pelas dimensdes pode-se conferir que v" significa que o intervalo J da Defini¢ao é o intervalo degenerado

J={r}
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B(to)

t— B(t) toW

t— «aft) alty)

FIGURA 4. Imagem representando a geodésica de Minkowski [(3(t) como compo-
sigao do fluzo do vento W (dependente do tempo) com a geodésica Riemanniana
a(t) segundo a formula do Teorema

FIGURA 5. Geodésica Randers na esfera, obtida com data de Zermelo (/,, W)
onde /1 é a métrica Euclidiana induzida na esfera S? e W é uma rotacdo com

. . . 1 .
velocidade angular irracional N Veja Exemplo e Lema

Teorema 4.25. Seja (M, F) uma variedade Finsler e W campo vetorial de Killing, ou seja cujo
fluxo é isometria, tal que F(—W(p)) < 1;Vp € M. Seja ¢¢ fluzo de W e F a deformacio de
Zermelo de F' por W. Entdo, para toda geodésica F-parametrizada por comprimento de arco y(t

de F, temos que 7 : t — o(y(t)) € geodésica F-parametrizada por comprimento de arco de ﬁ

Antes de entender a demonstragao do Teorema [£.25] & util entender Geometricamente o que o
teorema afirma. Para isso chamo a atengao para as Figuras[ple[d] a primeira é um modo simples
de entender uma construgao complicada da teoria de Randers; a segunda um exemplo bésico
para deixar clara a construgao da demonstragao. Além disso, h& breves comentarios no Exemplo
[4:26] e no Lema [4.27] sobre a construgao da Figura [5| que merece seu estudo a parte, mas que nao
serd abordado aqui e para o leitor interessado héa o artigo classico de W. Ziller [20].

Exemplo 4.26. [Exemplo de Katok na Esfera| Seja (52, h) esfera Euclidiana unitaria mergulhada
em R? e seja W campo vetorial descrito por:

W($7 Y, Z) = 6(_3/7 €z, O)
com |e| < 1. A métrica de Randers R advinda da deformagao de Zermelo com data (h, W) é
a métrica de Katok[?

Lema 4.27. No ezemplo anterior, se € € irracional, entio (S?, R) possui somente duas geodésicas
fechadas.

Agora sera feita a demostragao do Teorema [£.25] abaixo, vale ressaltar que ela é um maior
detalhamento da demonstragao em [§]. Além disso, esse teorema ja possui versdes mais gerais,
para Campos Homotéticos ao invés de Campos Killing, mas isso nao seré abordado neste texto e
pode ser encontrado em [II]. O leitor astuto percebera que [II] prova um resultado mais geral

31Esse teorema nos permite entender de modo préatico como montar as geodésicas do exemplo de Katok vide

Figura um exemplo mais simples de como o teorema funciona é a Figura@

32Uma representacao desse exemplo para € = %5 estd na Figura
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e é mais antigo, mas o valor da demonstragao alternativa em [8] é justamente que ¢é livre de
coordenadas, mais elementar e geométrica que a de [11].

Ideia da Demonstragao do Teorema [{.25: Ao longo desta demonstragao chamaremos cur-
vas da forma t — ¢(t,7(t)) de deformagao de Zermelo da curva y(t). Para demonstrar o teorema
o primeiro passo é calcular o vetor tangente de uma curva F-parametrizada por comprimento de
arco apos a deformagao de Zermelo. Seja x(t) curva F-parametrizada por comprimento de arco,
queremos derivar em ¢ a curva (¢, z(t)) = z(t), entao:

7 (t) = di'ls Szoap(t +s,z(t + s))

T'(t) = ¢'(t, 2(t) + pu(a' (1))

(4.2) () = W(p(t, z(t))) + puu(2'(t))
Como o fluxo ¢ preserva W, ou seja W = p+«W que ocorre pois ¢ € fluxo de Wﬂ e preserva
F, pelo campo ser de Killing, ele preservara F' pois para cada fibra de TM\0 vale a relagao:

F(v) = F(p«(v)) = F(p«(v) + F(px(0))W)

= F(p«(v) + F(px(v)) 0 W)

F(ex((v) + F(px(v))W))

F(v+F)W) = F(v) = Fpu((v) + F(0)W))

Na primeira linha usamos que se pela deformagio de Zermelo F(v) = F(v — F(v)W) entdo
também ¢ valido que F(v) = F(v+ F(v)W). Na segunda linha usamos que W ¢ preservado por
( para trocar W por go*W.lﬂ Na terceira linha usamos que o push-forward é linear. Na quarta
usamos novamente que F(v) = F(p4v).

Agora calcularemos que a deformagao de Zermelo leva uma curva F-parametrizada por com-

primento de arco em uma curva F-parametrizada por comprimento de arco.

E(@ (1)) = F(W (o(t,2(t)) + e (' (1))

= Fpu(W (1)) + 0w (2 (1))

Fpu(W(x(t) + /(1))

F(W (x(t) +2'(1))

=F(@'(t) =1

Na primeira linha é usada somente a formula [I.2] calculada no inicio da demonstragao. Na
segunda e terceira usa-se novamente que W é preservado por ¢ e linearidade do push-forward,

33Basta notar pela conta: dpr, (W (p)) = der, (4 [1=001(p)) = 2 li=00t 0 0t(D) = 2 |i=010+1(P) = W (01, (D))
34Essas contas talvez aparentem estar nas fibras erradas, mas ndo ha problema, pois com as fibras explicitas
a conta & W(p(p)) = ¢«(W(p))
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respectivamente. Depois é usado que o fluxo de W preserva F e entdo a defini¢ao da deformacao
de Zermelo junto com o fato que F(2/(t)) = 1 duas vezes.

Para toda curva F-parametrizada por comprimento de arco x(t) mostramos que sua deforma-
¢ao de Zermelo T(t) é F -parametrizada por comprimento de arco. Entao,

b b
(4.3) / P/ (1)) dt = / P (1)dt

a a

Para completar a demonstracdao do teorema construiremos a partir de agora um argumento
por absurdo, nosso objetivo é criar em (M, F') duas curvas que minimizam localmente a distancia
entre os mesmos pontos dentro de uma vizinhanga normal convexa e pré—compactaﬂ Parape M
genérico tome vizinhanga de p suficientemente pequena U, nosso argumento se restringiré a essa
vizinhanga daqui em diante. Seja 7 : [0,a] — U, F-geodésica parametrizada por comprimento
de arco (minimizante) com v(0) = p, U é vizinhanga normal convexa para F, que existe vide
Fato 418 _

Seja ¥ : [0,a] — U deformagao de Zermelo da curva v, ou seja ¥ = ¢(t,y(t)) e tendo escolhido
U suficientemente pequeno podemos garantir que toda geodésica cai numa vizinhanga normal
convexa U em relagdo a F' e pré-compacta. Suporemos por absurdo que 4 nao é F-geodésica, mas
sabemos pela parte anterior que sera parametrizada por comprimento de arco. Seja & : [0,b] — U
ﬁ—geodésica parametrizada por comprimento de arco ligando 7(0) = p a (a) = a(b). Note que,
como Lz(a) < Li(7), entdo b < a.

Criaremos entdo uma curva, através de a que liga p a &(b), mas tem comprimento a = Lz (7).
Para isso, criaremos uma curva anah’tica@ por partes parametrizada por comprimento de arco
usando a geodésica &, pode-se enxergar o processo como um remendo de um pedago de curva
parametrizada por comprimento de arco suave por partes que completa o comprimento até o
valor que desejamos. Vide o desenho abaixo:

350 que resultard em um absurdo, pela unicidade da geodésica dentro de uma vizinhanga normal convexa.

36Apesar de os argumentos comumente serem feitos com curvas suaves para esta questdo usar uma curva
quebrada em partes nos permite fazer o caso mais abrangente de tratar de curvas analiticas sem problemas
extras.
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as(a)=a(b)

05(0)=a(0)=G5(0)=7(0)

Suponha, por hora, que estamos com esta curva analitica por partes criada, ag, chegamos &
contradicao desejada, basta aplicar a deformagao de Zermelo reversa, ou seja aplicar a deforma-
cao de Zermelo em (M, F) com campo —W e com isso criar a curva por partes parametrizada
por comprimento de arco deformad@ na nossa geometria inicial F', curva essa que chamamos
de ag. Assim criamos duas curvas diferentes de tamanho igual ligando os mesmos pontos dentro
de uma vizinhanc¢a normal convexa U inicial. Absurdo!

Tendo a ideia central da demonstragio, agora faremos a construc¢do da curva ag e entdo a
demonstragao estara completa.

Para a solugao funcionar no caso analitico usaremos um argumento de analitico (suave) por
partes. Para isso provaremos que conseguimos "quebrar'"nossa curva para aumentar seu tamanho,
vide o lema a seguir:

Lema 4.28. (Quebrando a geodésica) Seja (N, F') wvariedade Finsler completa para frentﬂ
sejam cy1,ca,l € R com % < e1,c0 < e sejaa: [0,l] = M F-geodésica parametrizada por
comprimento de arco minimizante ligando p = «(0) a ¢ = «(l), entao existe x¢,c, € M tal que
drp(p, Teyey) = €1, Adp(Teyey, @) = C2 € existem geodésicas parametrizadas por comprimento de arco
Qcy, Oy que Tealizam essas distdncias respectivamente.

Demonstrag¢ao. Provar que existe algum ponto ., € equivalente a provar que o conjunto
BZ (p) N B, (q) € nao vazio.

Suponha, por absurdo, que esse conjunto seja vazio. Entao, | = dp(p,q) > dr(p,pe,) +
dr(gey,q) = c1 + 2, em que p., = «([0,1]) NOBL (p) e qe, = «([0,1]) NOB,, (). Vide o desenho
da esquerda abaixo:

3"De modo explicito o processo aqui feito é: Se &s(t) é a curva por partes criada na demonstragdo e ® é o
fluxo de —W, entéo a curva que gera o absurdo é ®(¢,as(t)) = as(t).
38Esta condigdo pode ser fortalecida resolvendo o problema localmente, mas este enunciado é suficiente.
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B (p)

Entao, concluimos que [ > ¢ + c2, porém por hipdtese % < ¢1, cy. Absurdo!
Ent&o, provamos que B, (p) N B, (¢q) é nao Vazioﬁ Ent&o, a intersec¢ao das bordas também
nao serd, que é onde estao os candidatos a x.,¢,, vide o desenho da direita acima.
As geodésicas que realizam a distancia existem pois a variedade é completa para frente por
hipétese.
O

Voltando & demonstragao do teorema. Com o lema anterior conseguimos quebrar nossa geodé-
sica em uma curva por partes em que cada pedago é uma geodésica parametrizada por compri-
mento de arco e com um comprimento ¢; +cz2 = c tal que I < ¢ < 2] em que ! é o comprimento da
geodésica original. Como nossas geodésicas sao curtas e a resolugao é local, dado que queremos
provar que nossa curva minimiza localmente a distancia, entao com a técnica de quebrar a curva
faremos isso na geodésica « inteira, ndo somente em um pedaco no meio dela.

Entao, conseguimos aumentar o comprimento da nossa geodésica de b para valores menores
que 2b, mas desejamos atingir a e nao sabemos a priori a relacao entre b e a. Entao precisamos
mostrar que conseguimos construir curvas também no caso a > 2b. Para isso, considero a seguinte
fun¢ao que calcula distancias em relacao a um ponto z.,., gerado pelo lema anterior:

H: U — R
y dﬁ($c1cgay)+dﬁ(yaxclcg)

Note que, pela continuidade da fun¢ao distancia, temos que H é continua. Além disso, como U
é pré-compacto, a funcdo H ¢é limitada superiormente, entdo basta escolher um ntmero natural

n tal que “~¢ seja menor que o supremo do desenho. Entdo, pela continuidade e existéncia de

tal n garantimos a existéncia de y € U tal que H(y) = &~

Entao, para completar o argumento, a curva que desejo criar é a concatenacao do pedaco
da quebra com, no ponto singular da parte quebrada, a concatenagao n vezes das geodésicas
parametrizadas por comprimento de arco que realizam as distancias da funcao H até y. Ou
seja, para o caso a < 2b: a nova curva é somente a curva quebrada que € i, [o,c,]*ey[0,c]-
No outro caso, a curva construida serd oy = acl[oycl]*(*ﬂ[o,u])” *Qley[0,c,] € U (*5[07u])”
simboliza a concatenagao n vezes da curva [ com ela mesma e B é a curva por partes Comlgosta
pela geodésica parametrizada por comprimento de arco que liga 2., a y concatenada com a
geodésica parametrizada por comprimento de arco que liga y a x.,.,. Vide desenho:

39Note que esse conjunto é aberto, logo como é ndo vazio é também infinito.
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p

Essas geodésicas existem pois o aberto U sendo um pré-compacto dentro de uma vizinhanga
normal convexa pode ser visto como sub-variedade completa para frente de M.
Logo, a deformacdo de Zermelo de uma F-geodésica parametrizada por comprimento de arco

é uma F'—geodésica parametrizada por comprimento de arco.
O

e Problema: No artigo [8] a demonstragao usa a Equagao para concluir diretamente que
se z(t) minimiza localmente a distancia de F', ou seja é F-geodésica, entdao z(t) também deveria
minimizar localmente a de F e por tanto seria ﬁ—geodésica, porém o argumento nao é tao simples
assim.

Isso se d4 pois o ponto final da curva nao é fixo, dado que vista pontualmente um ponto x(tg)
é transportado pelo fluxo ¢ por tempo ty. Isso implica que para duas curvas parametrizadas por
comprimento de arco ligando os mesmos pontos, mas de comprimentos diferentes, teremos que
as curvas depois da deformagao terao seus comprimentos preservados (como demonstrado até a
Equagao mas seus pontos finais deixarao de ser iguais, pois o tempo percorrido até chegar
neles é diferente.lﬂ Essa solucao foi pensada durante os encontro de discussao do meu primeiro
projeto de Iniciagao Cientifica financiado pela FAPESP (2019/22488-1) com meu orientador
Marcos Alexandrino que sugeriu a ideia de alongar a geodésica com concatenacao de curvas
analiticas por partes.

5. MAIs FERRAMENTAS FINSLERIANAS

Agora nos aprofundaremos mais no Mundo Finsler estudando uma Conezdo muito especial,
chamada Conexao de Chern e definiremos aplicagao exponencial e L-Campos de Jacobi. Nessa
generalizagao de Campos de Jacobi o L é uma subvariedade e estudaremos solucoes da Equagdo de
Jacobi com pontos iniciais variando sobre L, naturalmente essa definicao faz sentido no ambiente
Riemanniano, mas para as aplicagoes que estudamos ndo era necessario. A Subsecao [5.1] é
fortemente baseada em [4] e a Subsecao [5.2 é fortemente baseada em [4] e [3].

5.1. Conexao de Chern. Nesta subsegao estudaremos uma Conexdo importante para o mundo
Finsler, a Conexdo de Chern, ela tenta replicar a Conexdo de Levi-Civita no caso Riemanniano,
mas no caso Finsler nao é possivel obter conexao tao bem comportada. Como é possivel ver
em [5], [I8] 4] existem outras conexdes importantes em Finsler que sao usadas variando com o
problema, mas neste texto usaremos somente a Conexdo de Chern. Veremos no teorema [5.12]
que a definicdo de Geodésicas usando essa Conexdo concorda com a nossa definigdo na subsegao
anterior (definigao [4.16)).

Primeiramente definiremos o Tensor de Cartan que nos auxiliara a definir a Conexao de Chern
e ¢ uma derivada do Tensor Fundamental gy da métrica Finsler.

401550 também ajuda a notar a importancia de as curvas serem parametrizadas por comprimento de arco, assim
é possivel comparé-las em pé de igualdade s6 pelo intervalo de tempo em que sdo definidas.
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Definigao 5.1. Seja um tensor trilinear C, dado por:

10 1 9 3
_ _ 2 .
Cy (w1, wa,ws) = §asgv+sw1 (wa, w3) - = 1883(9528le (v + ZE 1 Smn)

s1,82,53=0
para quaisquer v, w1, ws, w3 € Tr)M com v nao nulo. A familia C = {Cy;v € TM\0} é deno-
minada Tensor de Cartan 7]

Lema 5.2. Para qualquer v € T,M\0, o tensor de Cartan possui as sequintes propriedades:

(i) Cy € simétrico.
(ii) C, € positivo homogéneo de grau —1, isto é, Cy, = %Cv, A>0.

(iii) Cy(v,u, w) = Cy(u,v,w) = Cy(u,w,v) = 0;u,w € T, M.

Demonstracao. (i) F' é suave fora do zero, entdo vale Schwartz, logo C,, é simétrico.
(ii) Como temos que, para A > 0, gry, = gu, entao basta reescrever Cy,(wy,ws,ws) =

10 10 .
2 95 I\v+sw (wa, ws) }8 o COMO 552 Gut(2)uy (wa, U}g)‘ e pela regra da cadeia obtemos o

resultado desejado.

10 10 10

(111) Note que Cv(vv wa, w?)) = Qggv-i-sv(w?y w3) ‘5:0 = 5%9(1+s)v(w27 'U)g) ‘s:O = 55590 (’LUQ, w3) ‘5:0 =
0. Na ultima passagem usamos novamente que gy, = gy, para A > 0. Para concluir o

resto do lema basta usar a condic¢ao (i) de ser simétrico.
O

Vale notar que é imediato da definicao do Tensor de Cartan que ele é zero se e somente se F
é Riemanniana.

Definigao 5.3. Seja (M, F') uma variedade Finsleriana. Dado V' um campo suave em um aberto
U C M sem singularidades, considere uma conexao linear VY no fibrado tangente TU. Dizemos
que VV ¢ livre de tor¢do quando [X,Y] =VYY —V{ X, X;Y € I(TU). E se V¥ cumpre com
a equacao

Xgv(Y,2) = gv (VXY, Z) + gv (Y, VX Z) +2Cv (VX V.Y, Z)

para quaisquer X,Y, Z € I'(TU), dizemos que VV ¢ quase compativel com a métrica.

Proposigao 5.4. Dado um campo de vetores V' sem singularidades definido em um aberto
U C M eziste uma tinica conexdo afim livre de tor¢do e quase g-compativel VV. Tal conexio
e determinada pela sequinte férmula tipo Koszul.

29v (VXY,Z) = Xgv(Y,2) — Zgv(X,Y) + Ygv(Z,X)
+ gV([Xa Y]7Z) +gV([Z’ X]’Y) - gV([Ya Z]aX)
+2(=Cy (VXV.Y,Z) = Cv (VyV, Z,X) + Oy (V4V,X,Y))

Para a demonstra¢ao desse resultado no capitulo 2 de [5] a Conexdo de Chern € vista como
uma conexao linear no fibrado pullback 7T M sobre TM\O, os detalhes fogem do escopo destas
notas e sao feitos na referéncia. Uma demonstracdo mais prorima da abordagem feita aqui
pode ser encontrada na segao 4 de [12] em que sao introduzidas as técnicas de Cdlculo Tensorial
Anisotrdpico e o resultado é demonstrado.

4Vale 0 comentério que ao longo do texto muitos objetos que se comportam semelhantemente a tensores
aparecerdo, mas em geral eles serdo familias de tensores, como o dito Tensor de Cartan, isso é um fenémeno
comum em Finsler e para isso existe uma teoria denominada Calculo Anisotrépico que generaliza as nogbes de
Calculo Tensorial para esses novos contextos, infelizmente isso foge do escopo deste documento mas pode ser
encontrando em [12] e [13].
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Definigao 5.5. A familia de conexdes dada pela proposi¢ao acima é chamada de Conexao de
Chern.

Proposi¢ao 5.6. Verifica-se que VNV = VV para qualquer X > 0 e que Vz‘?/ depende apenas de
v =V(p) para qualquer p € U.

Demonstragio. Para provar que VYV = VV basta notar que ambos satisfazem a féormula na
proposic¢ao [5.4] entao pela unicidade as conexoes sao iguais. A segunda afirmacao segue de fato
que VYV é uma conexao em TU, entdo seu valor de em um ponto depende s6 do valor da conexao
naquele ponto que é um vetor v € TU, como o campo V esté fixo a escolha de um v € TU é
equivalente a de um w(v) =p € U.

O

Definicao 5.7. Um campo suave V definido em um aberto de M é campo geodésico quando
VYV =0.

Veremos em breve no teorema que campos geodésicos em curvas integrais como Geodésicas
Finsler pela defini¢ao [£.16] como esperado do nome.

Agora veremos que a Conexdo de Chern, em situagoes especificas, se comporta como uma
Conexao de Levi-Civita o que nos permite simplificar o entendimento de certos fendémenos e
contas nos apoiando no caso Riemanniano.

Lema 5.8. Seja (M, F) uma variedade Finsleriana. Se V' é um campo geodésico definido em
um aberto U de M, entao

Vy =V

onde VV' € a conexio de Chern e V a conexdo de Levi-Civita da métrica Riemanniana gy .

Demonstragao. Pelas formulas de Koszul Finsleriana (Proposigao [5.4)) e Riemanniana, pela pro-
priedade (iii) do Lema e pela hipotese de V' ser campo geodésico, temos que

29v (VWY 2) = Vv (Y, 2) = Zgv (V.Y) + Ygv(Z,V)
+ov(V.Y).2) + v (Z.V].Y) = gv (V. 2. V) = 29 (VvY. 2)

para quaisquer Y, Z € T'(U).
]

Defini¢ao 5.9. Dada uma curva suave 7 : [a,b] — U para uma extensdo V de 4/ existe uma
tnica aplicagao Dy D (*TM) - T (v*TM), X — D}{X tal que:

(i) Df//(X +Y)= D;/(X) + DX(Y), para quaisquer X,Y € I' (v*TM).
(ii) D,‘y/(fX) = f"(to) X (to) + f (to) D;/X para quaisquer f € C*([a,b]), X € T' (v*T'M).
(i) DY X(t) = v«‘//’(t)X para qualquer ¢ € [a,b] e X € I'(TU).
A derivada covariante de v é a aplicacio D;Y/ = Df{/ :P(y*TM) — T'(v*TM), que esta
bem definida pois ndo depende da escolha da extensao V. Quando nao houver o risco de confusao,
serd usada a notagao: X' := D] X.

Dado um campo V sem singularidades, considere {E;} um referencial local gy -ortonormal.
A derivada covariante em coordenadas respeita

2Tyocaremos ~" por 4 quando for conveniente notacionalmente, como & o caso a seguir.
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n

(DYx) () =) | XFO)+ Y XY OV (E) | By

k=1 i,j=1
onde F%(V) = gy (VgiEj,Ek) sao os simbolos de Christoffel que dependem suavemente de
v
Lembrando que a definigao de Fibrado PullBack esta em

Lema 5.10. Sejac: D C R? = M uma aplicacio suave em dois parametros. Defina as sequintes
curvas: t— v5(t) == c(t, s) e s — Bi(s) == c(t,s). Entao:

Vi, )8 (50) = Vi ()7 (to)

onde V' € um campo suave sem singularidades ao longo de ¢(D).

Definigao 5.11. Um campo X ao longo de uma curva regular v : [a,b] — (M, F') é dito paralelo
quando D3 X = 0. O Transporte Paralelo pode ser definido analogamente a

Teorema 5.12. Verifica-se que uma curva v : [a,b] — M suave é uma geodésica se, e somente
!
se, seu campo velocidade € paralelo, isto é, D3~ = 0.
Com isso agora mostraremos um lema simples, mas bem 1til para provar resultados analogos
a Riemannianos no Mundo Finsler. Em esséncia ele nos garante que ao andar ao longo de uma

geodésica Finsleriana a geometria que enxergamos é Riemanniana, isso facilita muitas contas e
argumentos.

Lema 5.13. Se v : [a,b] = M € uma geodésica e X,Y sao campos ao longo de v, entdo

d / /
v (X,Y) = gy (Dg X, Y) + gy <X, Dy Y)

isto €, a conexao de Chern é g-compativel na diregdo da geodésica.

Demonstragio. Observando que %gy (X,Y) = 79, (X,Y), o resultado segue diretamente da
quase g-compatibilidade da conexao de Chern e o teorema [5.12]
O

Por fim, temos este lema, semelhante ao Lemal[5.8] porém agora apesar de o campo nao precisar
ser geodésico, temos somente o célculo feito no proprio campo.

Lema 5.14. Seja (M, F) uma variedade Finsleriana. Se V' € um campo suave definido em um
a aberto U C M sem singularidades, entao:

VYV =VyV
onde V € conexio Levi-Civita da métrica § = gyv. Em particular, uma curva reqular ~ :
[a,b] — M ¢é uma geodésica de F se, e somente se, for uma geodésica da métrica Riemanniana
gv, para qualquer V extensao local de v sem singularidades.

Demonstragao. Usando féormulas de Koszul Finsleriana e Riemanniana e pelo Lema [5.2] sobre as
propriedades do tensor de Cartan segue que:

29v (VyV, 2) = Vv (V. 2) = Zgv(V,V) + Vv (Z,V)
+9v(IV.V].2) + gv (2. V. V) = gy (V. 2),V) = 29v (Vv V. Z)

para qualquer Z € T'(U), onde V ¢ a conexdo Levi-Civita de gy . Isto termina a prova.
O

43Aqui pode-se notar novamente o fendmeno da dependéncia do sentido. Esses objetos sdo tensoriais no fibrado
tangente e nao na variedade.
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5.2. Aplicacao Exponencial e L-Campos de Jacobi. Nesta subsecao terminaremos nossa
introdugao breve e seleta ao Mundo Finsler. Aqui novamente falaremos sobre objetos relacionados
a geodésicas, veremos como definir a aplicacao exponencial no mundo Finsler e algumas de suas
particularidades. Assim como no caso Riemanniano com ela em méaos falaremos sobre Campos de
Jacobi, desta vez faremos L-Campos de Jacobi, uma generalizagao que também existe no contexto
Riemanniano, mas para as aplicagoes da Segao [I| ndo eram necessarias, essa generalizagao se da
em que L é uma subvariedade e entao faremos a analise da equagao de Jacobi com pontos iniciais
sobre essa subvariedade. Esse estudo de L-Campos de Jacobi seré especialmente importante na
Segao [6]

Usando-se dos comentarios e notagoes do Fato [£.18 podemos definir a Aplica¢iao Exponencial.

Definicao 5.15. Sejap € (M, F) e U, C T,,M vizinhanca apropriada de 0, define-se a aplicagao
exponencial em p exp, : Uy\0 — M com exp,(v) = 7,(1).

A aplicagao exponencial em p é naturalmente suave em U,\0, mas também ¢é possivel provar
que se estende de modo C! para a origem e que d(expp)o € a identidade, como no caso Rieman-
niano. Porém, uma diferenca drastica é que se a exponencial for C? na origem entdo a norma
Finsler é na verdade uma norma Riemannianad*, ver por exemplo [2].

Definicao 5.16. Considerando uma variagao de 7y por geodésicas, temos que o campo variacional
J & solugao da seguinte equagao diferencial:

(5.1) J'(t) + Rywy(J(t)) =0

em que, para cada p € M e v € T,M\{0}, define-se o operador R, : T,M — T,M, uma
aplicacao linear simétrica em relacdo a g,, como R,(w) = R,(w,v)v para cada w € T,M. Uma
melhor definigdo para esse operador é como restricdo de um tensor anisotropico vide Secao 5 de
[3], mas nao abordaremos cdlculo tensorial anisotrépico neste texto.lﬂ Dada uma geodésica ~,
o operador R, definido para campos vetoriais ao longo de v, e as solucoes da Equacao sa0
nomeadas respectivamente como Operador de Jacobi de v, e Campo de Jacobi de ~.

Agora introduziremos a subvariedade L na figura. Para isso teremos que levar em conta a
geometria de L dentro de M, quem medira isso serd o Shape Operator definido na Definicao
[5.18] esse foi um dos assuntos nao abordados também na parte Riemanniana, mas a intui¢ao e a
conta sao suficientes para as aplicagoes presentes neste texto. Para mais detalhes sobre a parte
Riemanniana olhar Se¢ao 5 de [I] e para a versao Finsler olhar Secao 4 de [4].

Definicao 5.17. Seja uma subvariedade L, dizemos que uma geodésica v : I — M é ortogonal
a L emtyelseq(tg) éortogonal a L.

Definigao 5.18. Seja L uma subvariedade de uma variedade Finsler (M, F) e 7v: [a,b) — M
uma geodésica ortogonal a L em p = «y(a). Diremos que um Campo de Jacobi é L-Jacobi se
J(a) & tangente a L, Syq)J(a) = tany, J'(a), em que Sy : T,L — T,L é o Shape Operator
definido como S;(u) = tanyq) Vz(a)f com £ um campo vetorial ortogonal ao longo de L tal que
& ="(a) e tans(q), & projegao g (q)-ortogonal em T, L, sobrejetivamente.

Definigao 5.19. Um dado tempo t; é dito L-focal e v (¢;) um ponto focal se existe um
L-Campo de Jacobi J tal que J (t1) = 0.

Definigao 5.20. Vamos chamar um ponto (r) de ponto focal de L se existir um L-Campo
de Jacobi J(t) ao longo de (t), nao identicamente nulo, tal que J(r) = 0.

44Egses resultados ndo serdo demonstrados aqui, mas uma boa referéncia para eles é [14] pois exponencial é
um objeto que existe no contexto mais geral de Sprays.
Byale porém notar que como as contas sao feitas para v fixo e em relagao a g, essas contas sdo Riemannianas.
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Q

FiGurA 6. Imagem representando a folheacao dada por uma fungédo disténcia
Riemanniana a um ponto, folheacoes por funcao distincia sdo casos especificos
de transnormais, como seréd explorado nesta secao.

()

FiGurAa 7. Imagem representando a folheacao dada por uma fungado distancia
Randers a um ponto, essa pode ser vista como a Deformacdo de Zermelo da
Figura[f] com um vento na direcao do deslocamento das ondas..

6. FOLHEAGOES FINSLER TRANSNORMAIS

Nesta secao sera feita uma breve introducgao ao estudo de Folheag¢oes Transnormais de Finsler.
A Subsegao apresentard algumas defini¢oes iniciais e motivagdes para esse estudo, incluindo
aplicagoes no estudo de frentes de onda; vide [6]; e queimadas vide [16]. A Subse¢ao introdu-
zird algumas defini¢oes usuais de teoria geral de Folheagbes com suas particularidades do caso
Finsler, aqui ficara claro que as geodésicas também sao muito presentes neste estudo nas Defini-
goes e A Subsegao comega estudando a influéncia da Deformacdo de Zermelo
no gradiente para convergir na Proposicao que caracteriza Particoes Finsler Transnormais
no caso Randers, depois sao tratados alguns resultados sobre Particoes Finsler Transnormais em
geral, terminando com o enunciado do Teorema que é o resultado principal de [2] artigo no
qual toda esta secao foi fortemente baseada.

6.1. Motivagoes: Frentes de Onda e Funcoes Transnormais. Frentes de ondas podem
ser modeladas por Folheacdes Transnormais usando as propriedades de paralelismo que esses
objetos tem. No caso Riemanniano ha usualmente uma simetria na folheagao, uma propaga-
¢ao isotropica, vide Figura [} J4 no caso Finsler ha uma propagagao anisotropica que gerara
fenomenos interessantes a serem estudados nesta se¢ao, vide Figura[7] O estudo dessas ondas
é especialmente importante para o entendimento do comportamento de queimadas florestais,
nesse contexto a agdo do vento altera a propagacao do fogo, mudando sua geometria como a
Deformacao de Zermelo, tornando a Geometria de Finsler Gtil para estudar esse fendmeno, vide
[16].

Definiremos agora Func¢des Transnormais em relagao a F', para isso usaremos o gradiente Fins-
ler de uma funcao que usualmente é definido como o campo que age de modo igual & diferencial
da fungéo, ou como a pré-imagem da diferencial da fungéo pela Transformada de Legendre da
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~
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FicuraA 8. Imagem representando uma geodésica cortando folhas de uma folhe-
acao e tendo em cada folha seu vetor tangente pertencente ao cone normal da
folha, vide Defini¢ao e vide Definicao [6.11

Energia. As Folheagoes Transnormais, dadas por pré-imagens de fungdes transnormais, admitem
propriedades de paralelismo, num sentido métrico vide Defini¢ao [6.3] Teorema[6.24] e Proposi¢ao
0.14]

Definigao 6.1. Seja (M, F') variedade Finsler e uma funcao suave f : M — R podemos definir
Vf (o gradiente com respeito a F' ) como Vf = L71df, isso ¢, df(:) = gvs(Vf,").

Definigao 6.2. Um funcional suave f : M — R numa variedade Finsleriana (M, F') é dito
funcio F-transnormal se existir uma funcio continua b : f(M) — R tal que F(Vf)? = b(f).

6.2. Particoes de Finsler e Vizinhangas Tubulares. Nesta subse¢ao definiremos o basico
da Teoria de Folheacdes Singulares que usaremos, também definiremos vizinhancgas tubulares
(Definicao que assim como as bolas na Subsecao existirao duas, uma futura e uma
passada. Com isso conseguiremos discutir em mais detalhes questoes de paralelismo das folhas
que é uma propriedade importante de Folheagoes Transnormais, paralelismo esse que também
admitira uma diferenciagao entre paralelo para frente (ou futuro) e para tras (ou passado), vide

Definigao [6.11}

Definicao 6.3. Seja (M, F') uma variedade Finsler. A particao F = {L} de M em subvariedades
suaves conexas e imersas (as folhas) é chamada uma Particao Finsler se cada geodésica - :
(a,b) — M, com 0 € (a,b) € R que é ortogonal a folha L) € horizontal, isso ¢, é ortogonal a
cada folha que encontra. Vide Figura[§]

Definigao 6.4. Uma particao é dita Folheagao Singular se para cada v € T,L, existe um
campo vetorial suave X tangente as folhas tal que X (p) = vm

Exemplo 6.5. Aqui apresentarei um compendio de exemplos (e de ndo exemplos) para o leitor
manter em mente:

e Primeiro exemplo de Folheagao Singular é a dada pela distancia a um ponto dado, como
na Figura |§| que pode representar uma distincia Fuclidiana para a origem do R? e na
Figura [7| que pode representar a distancia para a origem em R? com norma Randers-
Minkowski. Vale notar que o conceito de Fung¢ao Transnormal é justamente uma gene-
ralizacao de funcoes distancia. Nestes casos a folha singular tem dimensao zero e é a
propria origem.

460 nome Folheagao Singular vem do fato que a dimensao da folhas pode mudar, ao contrario do caso usual-
mente conhecido como Folhea¢do Regular cuja dimensdo das folhas é constante.
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fHa)

FicurA 9. Imagem representando o cilindro em torno de uma placa e o cone
normal & placa. Essa imagem também serd vista em breve aos olhos de uma
Folheagao Finsleriana Singular.

e Outro exemplo usual de Folheagao Singular é dado pelas pré-imagens da fungao f(v) =
||v||> de R® para R, as folhas regulares sdo esferas concéntricas (homeomorfas a S2) e
a singular é a origem, no caso Euclidiano. Note que esse exemplo generaliza o anterior
e nao so vale para qualquer dimensao como aqui terd comportamento semelhante ao da
Figura[7] no caso Randers-Minkowski.

e Um caso que nao é exemplo de parti¢ao por subvariedades suaves é a funcao f(z,y) = xy
com dominio R?. Suas folhas regulares sdo hipérboles no plano, mas a folha singular é a
unido dos eixos x e y que nao é uma variedade suaveEl Neste caso nao temos subvariedade
mas temos uma estratifica¢do, isso advém de um teorema classico de Geometria Algébrica
Real, mas foge do escopo deste texto@ Vale notar que essa fungao também nao é
Transnormal.

e Um caso que nao é exemplo de folheagdo, mas as folhas sdo subvariedades suaves (entao
a condi¢do sobre existéncia de campos é a que falha) é a particdo do R? dada pelos
conjuntos de semi-retas da forma {(z,y) € R? : y > 0} e da forma {(z,y) € R? : y < 0}
e da reta {(x,y) € R? : y = 0}.

e Um exemplo também interessante é a Folheacao Riemanniana Singular dada pela fun-
cdo altura em S?, ela é dada pela pré-imagem de funcdo transnormal. Para o leitor
que entende da teoria, vale o comentario que essa fungdo também é Morse-Bott, mais
comentarios sobre a relagdo entre essas teorias podem ser encontrados na se¢ao 6 de [2].

Definicao 6.6. Seja P, uma Placa de um folha L, ou seja, uma vizinhanga pré-compacta e
conexa de ¢ em L. Denote v, P, como o conjunto de todos os vetores ortogonais nao-nulos a F,
em ¢ e o chamaremos de cone ortogonal em gq.

Definicao 6.7. Uma vizinhanga tubular futura (de raio €) de uma placa P, ¢ uma vizinhanca
pré-compacta U™ de P, tal que a aplicagio exponencial, exp, manda v (Py) N F~1((0,¢)) difeo-
morficamente em U™\ P,, ou seja, cada geodésica ortogonal parametrizada por comprimento de
arco vinda da placa minimiza a distancia da placa até vizinhanca, pelo menos no intervalo [0, €].
Se restringirmos a exponencial para o € -ortogonal fibrado de cone v¢ (F,) := v (P,) N F~1(e),
entao a exponencial manda v¢ (FP,) para o dito cilindro futuro CI (P;). Outra perspectiva é,
definindo f4 : U — [0,4+00) como a distancia (futura) fy(z) := d(P,,z), teremos C1 (P,) =
f;l(e). Semelhantemente, pode-se definir a vizinhanga tubular passada (ou reversa) U™, e o
cilindro passado C_ (F,) considerando a métrica reversa F~ (v) := F(—v); vide Figura |§|

Definigcao 6.8. Considere um subconjunto compacto K de M. Entao a vizinhanga tubular
futura de raio r (resp. vizinhanca tubular passada) de K é definida como o conjunto dos pontos
x € M tal que d(K,z) < r (resp. d(z,K) < r). Um cilindro futuro (resp. cilindro passado)

47Apes.aur de néo ser variedade suave é uma variedade algébrica, pois é pré-imagem de fungdo polinomial.
48para o leitor interessado na demonstragao do Teorema (ela pode ser vista em [2]) esse comentério é
relevante e esse exemplo mostra parte da importancia do teorema em si.
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Ficura 10. Imagem representando a folheacio de fungdo distdncia de Randers
e ha uma reta que representa a geodésica ortogonal para frente, passando pelo
cone normal de cada folha, veja[6.11] e o comentério em seguida.

neste caso general é o conjunto de x € M tal que d(K,z) = r (resp. d(z,K) = r). Cilindros
futuro e passado serao também denotados por C,F (K) e C, (K), respectivamente.

Definigao 6.9. Uma partigdo F é chamada localmente equidistante para frente (resp. para
tras) se dada uma placa P,, uma vizinhanga tubular futura UT (resp. uma vizinhanga tubular
passada U~) de P; e um ponto x € UT (resp. x € U™) que pertence ao cilindro futuro C\ (F,)
(resp. cilindro passado C, (P,)).entdo a placa P, C U" (resp. P, C U~) esta contida em
Co (Py) ( resp. C, (Py)).

Agora com essas estruturas tubulares definidas temos o Lema que era esperado, o conceito
de paralelismo Finsler requer o paralelismo futuro e passado.

Lema 6.10. Uma particio F € Finsler se e somente se suas follhas sao localmente equidistantes
para frente e para trds.

Definigdo 6.11. Seja f : M — R um funcional suave, f~!(c1) e f~!(c2) dois conjuntos de
nivel regular, com ¢; < co. Diz-se que f~!(c1) é paralelo futuro (ou paralelo para frente)
a f~1(cy) se para cada geodésica parametrizada por comprimento de arco 3 : [0,7] — M que
comeca ortogonal a f~!(c1) e corta f~!(ca) (pela primeira vez no tempo t =) é ortogonal a
f~(c2) em B(r). Vide Figura .

Na Figura[10]ha curvas que seguem o cone normal se aproximando da origem que nao continu-
arao ortogonais, mostrando vélida a distingdo de paralelismo para frente e para tras, fendmeno
que nao é perceptivel na Geometria Riemanniana.

6.3. Folheacoes de Randers e Consequéncias da Transnormalidade. Nesta subsec¢ao ana-
lisaremos como o gradiente e a ortogonalidade sao afetadas pela Deformacdo de Zermelo para
convergirmos na Proposicao Apos isso, apresenta-se o equivalente Finsler de algumas pro-
priedades classicas de Folheagoes Transnormais Riemannianas, vide Proposi¢ao[6.20|e o Corolario
[6:23l A demonstragao dos resultados desta subsegao fogem do escopo do texto mas constarao no
relatorio final da FAPESP projeto 2021/00551-3 e estao presentes em [2]. Por fim, termina-se
com a mencao do Teorema principal teorema do artigo [2] e do meu segundo projeto de
Inicia¢ao Cientifica FAPESP (2021/00551-3), cuja demonstragao completa foge do escopo deste
texto. Vale lembrar que esta subsegao ¢ toda fortemente baseada em [2].

O Lema [6.12] sera 1til ndo s6 para contas posteriores, mas ele d4 uma nogao geométrica da
relacdo entre vetores normais numa métrica Finsler e na sua Deformacao de Zermelo.
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Lema 6.12. Seja Z uma métrica de Zermelo com data (F,W). Entdao para v # 0
Z F
9y (U, u) = k(v)gv—Z(’U)W(v - Z(U)VV, u)
em que k(v) >0, gZ e gF sao os tensores fundamentais com respeito a Z e F', respectivamente.

Lema 6.13. Seja f : U C M — R uma fungao suave sem pontos criticos em U. Seja Z uma
métrica de Zermelo com data (F,W) e Vf, Vf sao os gradientes de f com respeito as métricas
Z e I, respectivamente. Entao:

(a) Z&RB(VS - 2(VHW) =V
(b) Z(Vf) =F(V[)+df(W)
Proposigao 6.14. Seja f: M — R uma fun¢do suave Z-transnormal em um espago Randers

(M,Z) com data de Zermelo (h,W). Entao os conjuntos de nivel requlares sao folhas de uma
parti¢ao de Finsler, se e somente se W é um campo vetorial F-folheado, para F = {f~1(c)}eer.

Agora veremos exemplos inspirados pela Proposigao que discutem algumas das sutilezas
que uma folheagao transnormal Randers pode ter.

Exemplo 6.15. Seja (V,Z) um espago de Randers Minkowski com data de Zermelo (h, W) e
defina f(x) := d(0,z). De ([18], Lema 3.2.3) sabe-se que b = 1, isso &, f : V\{0} — R é uma
fungao suave Z-transnormal. Resultados a seguir nos garantirao que a partigao F = { 1 (c)}c>0
é paralela para frente. A proposicao [6.14] acima implica porém que tal particdo nao é de Finsler.
Isso também segue pelo Lema[6.10] pois as esferas futuras com centro em 0 (isso ¢, translagdes das
h-esferas na dire¢ao de W) nao sdo as mesmas que as esferas passadas com o centro em 0 (isso
é, translagoes das h-esferas na dire¢ao oposta a W). Esse fenomeno difere do caso Riemanniano
em que transnormalidade j4 nos garante equidistancia entre os conjuntos de nivel.

Exemplo 6.16. Considere f : D — R em que D é um disco de raio menor que 1 e f(x,y) =
2?2 +y2. Seja Z métrica Randers com data de Zermelo (hg, W) em que hg ¢ a norma Euclideana
do R? e W = (z,y). Pelo Lema concluimos que b(t) = (2v/t + 2t)%.

Agora adotaremos a diregao de Vf como nossa “dire¢ao preferencial” e obteremos alguns
resultados fazendo contas nessa direcao, lembrando que dada um direcao fixa contas Finslerianas
passam a se assemelhar com as contas Riemannianas o que nos permitird obter usar resultados
classicos de Folheagoes Riemannianas Singulares.

Lema 6.17. Seja (M, F) um espago Finsler, U um subconjunto aberto de M e f uma fungao
suave em U sem pontos criticos em U. Defina § := gvy e ' := /. Entao:

Vf=Vf
em que @f denota o gradiente de f com respeito a F. Além disso,
F(Vf)=F(V])

Lema 6.18. ([I8|, Lema 3.2.2), O gradiente V f de uma fun¢ao f em um espago Finsler (M, F')
€ ortogonal a cada conjunto de nivel reqular de f.

O Lema é somente escrever o Lema em outra notacao, foi repetido aqui para facilitar
para o leitor, e ele é demonstrado na sua primeira aparicao.

Lema 6.19. Seja X um campo vetorial suave sem singularidades no conjunto aberto U. Sejam
VX a conexio de Chern, §j := gx uma métrica Riemanniana em U e V a conezio de Levi-
Civita associada a métrica Riemanniana §. Entao V§X = @XX. Em particular, X é um campo
vetorial em U tal que suas curvas integrais sao geodésicas com respeito a F se e somente se X
tem a mesma propriedade com respeito a F = V3.

Proposicao 6.20. Seja (M, F) um espago Finsler e f : M — R uma func¢ao F-transnormal.
Entao:
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(a) As curvas integrais do campo vetorial Vf quando parametrizadas por comprimento de
arco sao geodésicas horizontais.

(b) Além disso, se (M, F) € variedade Finsler completa para frentﬁ e ¢ < d sao valores
requlares de f(M) tal que [c,d] nao possui valores singulares, entdo

d s
B c \/b(s)

em que B : [0,7r] — M € a curva integral de V[ parametrizada por comprimento de arco
ligando f~1(c) a q € f~1(d) el(B) ¢ o comprimento de f3.

d(f7Me),q) = UB) =d (f7(c), FHd) =7

Definigao 6.21. A proposicao anterior garante que dada uma funcdo transnormal f: M — R,
cada curva integral do campo vetorial V f, quando parametrizada por comprimento de arco é
uma geodésica. Definiremos esse seguimento de geodésica pelo nome f-segmento.

Definigao 6.22. Seja (M, F') uma variedade Finsler completa e f : M — R uma fungao suave.
Para o conjunto de nivel regular f~!(c), considere o campo vetorial normal unitéario ¢ ao longo
de f~(c). Define-se 0 end-point map 1 : f~1(c) — M como e () = Ye() (1)

Corolario 6.23. Seja f : M — R uma funcio analitica em uma variedade analitica compacta
M. Assuma que a funcao € transnormal em wma vizinhanca de um conjunto de nivel reqular
f71(c). Seja e : f1(c) = M o end-point map, em que & = %fo). Entao:

(a) para cada t existe d € f(M) tal que e = f~1(c) — f~Hd);
(b) a geodésica t — ve(z)(t) = me(x) € ortogonal a cada conjunto de nivel regular de f que
ela encontra.

Dentre outros motivos o Teorema é interessante pois nao ha motivo para os conjuntos
de niveis criticos serem subvariedades e o ambiente compacto nos permite garantir o paralelismo
nas duas diregoes, ou seja o paralelismo Finsler, nao somente para frente como seria esperado.

Teorema 6.24. Seja (M, F') uma variedade Finsler conexa, compacta e analitica e f : M — R
uma fungao analitica F-transnormal com f(M) = [a,b]. Suponha que os conjuntos de nivel sao
coneros e a e b sao os unicos valores singulares em [a,b]. Entao:

(a) o0s conjuntos de niveis criticos f~'(a) e f~1(b) sdo subvariedades.
(b) Os conjuntos de nivel sao equidistantes uns aos outros, isso é, F = {f_l(c)}

c€la,b] €
uma particio de Finsler. Em particular, para cada valor regular ¢, f~1(c) é um cilindro
passado e futuro de cada conjunto de nivel singular.
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