UM ENSAIO SOBRE OPERADOR DE DIRAC E APLICACOES

GUILHERME CERQUEIRA

ResuMo. O Objetivo destas notas é criar uma diagonal da teoria que constréi o Operador de
Dirac, em particular o dito Dirac Geométrico, vide Para isso, comega-se com o exemplo
explicito em R® x C? baseado nas Matrizes de Pauli e desdobra-se a teoria com um paralelo
desse exemplo. As notas sdo um grande resumo e apanhado de construgoes e fatos de diferentes
fontes como as principais sendo [8, [T} [7], [0 13] procurando dar uma introdugao a teoria que
seja motivada e rapida. A Secéo [I] foca no exemplo explicito e em dar uma imagem geral do
que sera feito, a Segao 2] define as estruturas necessérias que foram destacadas na Segdo [T} por
fim a Segéo [3] da um apanhado de algumas aplicagbes que a teoria pode ter, focando em ligar
Geometria com Topologia e Geometria com Anélise.
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1. INTRODUGAO E MOTIVAGAO

Existem muitas formas de introduzir esta teoria, que pode ser vista em livros tanto de mate-
mética como de fisica, mas em muito casos essas abordagens nao conversam de forma coesa nas
bibliografias. Sendo assim, a literatura é esparsa e comumente feita apos muitas paginas de teoria
robusta. O objetivo destas notas é ter uma diagonal da teoria focando em motivar o leitor de
que o Operador de Dirac nasce em contextos mateméticos naturais e tem boas aplicagoes. Para
sair da contextualizacao para as aplicacoes um breve diagonal sobre a teoria com referéncias é
exposta também no texto com objetivo de dar ao leitor os minimos requisitos necessarios para
apreciar a teoria. Uma primeira visao seré construida nesta se¢ao baseada no seu exemplo fun-
damental vindo das Matrizes de Pauli (Definigao . Na Segao [2| veremos de forma bem breve
o essencial teoérico para dar sentido ao Operador de Dirac. Por fim, na Secao |3 entenderemos
melhor quem é esse operador e veremos algumas aplicagoes das construgoes aqui apresentadas,
como alguns teoremas sobre Teoria de Indices e também como ele pode ser uma ferramente para
provar resultados Geométricos/Topoldgicos sobre Variedades que a primeira vista nada teriam a
ver com o Operador de Dirac.

Date: Dezembro 2021.
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1.1. Matrizes de Pauli e Exemplo Protétipo do Operador de Dirac. Na Mecdnica Ha-
miltoneana Cldssica, possufamos um espaco de configuragoes M, variedade suave e o Espaco de
Fases T*M, fibrado cotangente e entender a dindmica de um sistema era estudar secoes desse
fibrado em particular em relagao a um operador o Hamiltoneano que determina as Fquagoes
de Hamilton, para o leitor que deseja aprender Mecdnica Cldssica recomendo olhar o [4] ou [6]
apesar de que nada sobre Mecanica Hamiltoneana serd usado além de motivagao contextual.
Para fins da Mecdnica Qudntica nosso Espaco de Fases serd um Espaco de Hilbert no caso que
construiremos nesta segdo serd o conjunto das fungdes suaves COO(]RS, (CQ) em particular serao

interessantes as suaves que sao L2 integréveisﬂ elas serao vistas como segoes do fibrado trivial
R3 x C? sobre R3.

Definigao 1.1. As Matrizes de Pauli sao:

0 1 0 —i 1 0
ne(Va) () (o 5)

Com elas construiremos nosso exemplo de Operador de Dirac que pode usado para estudar em
mais detalhes a Equagao de Schrodinger[I.7)e generalizagoes desse operador nos permitem estudar
generalizagoes da Equacao de Schrodinger. Elas terdao propriedades algébricas interessantes, vide

Proposigao [[.2] e [I.3]

Proposicao 1.2. As Matrizes de Pauli {o1,09,03} (vide Defini¢ao satisfazem.ﬂ

oa%:a%zo%z—ialaga;;:((l) (1)):[

[ [Uj,Uk] = 2i€jkg05
o {0j, 01} =201

Demonstracao. Contas com as matrizes.
O

Antes de definirmos nosso exemplo de operador de Dirac, veremos algumas propriedades das
Matrizes de Pauli quando multiplicadas por i, ou seja, do conjunto {io1,i09,i03}. Esse con-
junto posteriormente sera nosso protétipo para depois ser generalizado para Algebras de Clifford

(Definigao [2.1)).

Proposicao 1.3. As Matrizes de Pauli multiplicadas por i {io1,i09,i03} (vide Defini¢ao
satisfazem:

(1) SpanR({I,iU1,i02,ia3}) ~ HH
(2) A dlgebra real gerada por {%,

102

3 ,“%3} é isomorfa a su(2).

Demonstracao. (1) Basta tomar o isomorfismo que leva:
1—1,i—i03,j— ioo, k — ioy

(2) Contas com matrizes.
(Il

Com a segunda afirmagao da proposi¢ao[I.3] as Matrizes de Pauli multiplicadas por i sdo gera-
dores infinitesimais de SU(2) e com eles podemos obter o recobrimento 2 para 1 de SU(2) sobre
SO(3) através da representagao adjunta de SU(2), pois +A € SU(2) gera a mesma representacao
e 50(3) = su(2). Como SU(2) é simplesmente conexa entao é recobrimento universal de SO(3)
que representa rotacoes em R3, isso motiva nossa préxima defini¢ao

1A condicio de ser L? integravel vem das caracteristicas probabilisticas da Mecdnica Qudntica, pois deve
os estados devem pertencer a uma distribui¢do de probabilidade e que por simplicidade brevidade nao serao
ressaltadas aqui mas podem ser encontradas em riqueza de detalhes em [5] [13], o primeiro com abordagem mais
matemaética o segundo mais fisica.

2Em que e;1¢ é 0 simbolo de Levi-Civita, 8, o Delta de Kronecker e {,} o anti-comutador (ou seja, {A, B} =
AB + BA).

3Vale lembrar que SU(2) = S* que é isomorfo aos Quatérnios Unitdrios, como Grupos de Lie.
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Definigao 1.4. Denomina-se o recobrimento universal de SO(n), para n > 3 por Grupo Spin
denotado por Spin(n).ﬁ

Vale comentério de que Spin(3) = SU(2) = Sp(1),Spin(4) = SU(2) x SU(2) = Sp(1) x
Sp(1), Spin(5) = Sp(2), Spin(6) = SU(4), parte desses comentérios sao tirados de exercicios e
comentérios ao longo do capitulo 1 de [I], para mais detalhes o livro ¢ uma boa referéncia, uma
outra referéncia é o capitulo 2 de [9].

Na Secdo [2| veremos que H é um exemplo de Algebra de Clifford (vide Definicdo em
particular Cl2(R) que conectarao generaliza¢oes do Grupo Spin com generalizagbes de su(2),
veremos que o Grupo Spin pode ser visto como um grupo dentro da Algebra de Clifford.

Agora definiremos um operador que age nas secoes do fibrado R? x C2, em particular em
L?(R3,C?), que sera nosso exemplo prototipo de Operador de Dirac.

Defini¢do 1.5. Seja D : T(R3 x C?) — T'(R3 x C?) tal que:

D = Z 10j —— 8%

em que {o01,09,03} sdo as Matrizes de Pauli vide D é o Operador de Dirac relativo a
3 2
x C=.

Uma das utilidades e caracteristicas do Operador de Dirac até em suas formas mais gerais é
que ele representa uma forma de tirar a raiz quadrada do Laplaciano, ou em casos mais gerais de
um Laplaciano Generalizado (a grosso modo um laplaciano de segdes em fibrado e nao apenas de
fungoes em M), isso que verificaremos em seguida para o operador da Defini¢ao mostrando

Proposigao 1.6. O Operador de Dirac definido em[1.9 é raiz quadrada do Laplaciano Geomé-
tm’crﬂ logo podemos entender o espectro do Laplaciano através do seu espectro.

Demonstracao. Como o i e as matrizes de pauli comutam com a diferencial, temos que:

3

0? g 0
D2 Z( )o-ka 2 + Z {O-kaaj}a 81’

k=1 k,j=1;k<j

Pela Proposigao temos que {oy,0;} = 0 para quaisquer k # j e 032 = [ para qualquer j.
Entdo D? = —A.
Comparacio dos autovalores vem de se D2X = AX = [(D — VAI)(D + V)] X =

(]

Uma das estratégias para escrever casos especificos da Equacdo de Schridinger é vé-la como
quantizacao de Fquagdes de Hamilton, discussdes precisas sobre Quantiza¢do e as Equacoes de
Schrodinger em si foge completamente do escopo destas notas, mas podem ser vista em |11, 13]
respectivamente. Veremos brevemente um caso particular para exemplificar o contexto em que
esses objetos estavam quando estudados pela primeira vez.

Definicao 1.7. Podemos entender uma versao, sem energia potencialﬁ da Equagao de Schro-
dinger em Dimensao 3, a menos de constantes fisicas, para o problema que estamos a estudar

2

e:

&yl t) = —idi(a, 1)
dt

4Aqui defino somente para n > 3 pois estd nao é a definicdo padrao do Grupo Spin, mas sim sua principal
propriedade e o motivo para estudarmos ele, aqui foi feito assim para favorecer a visdo panoramica da primeira
secdo. Os detalhes sobre Grupo Spin e sua outra visao serdo vistos na Segao

5Laplaciano Geométrico é nada mais que —A.

6Também conhecida como equagao livre de Schrédinger segundo capitulos 3 e 4 de [3].
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Entao, para entender solugoes dessa equacao ter um operador que quadra para o Laplaciano
é algo 1til, no minimo na comparagao direta entre seus espectros, dado que o Operador de Dirac
é um Operador Diferencial Parcial de primeira ordem diferentemente do Laplaciano que é de
segunda. A nogao geral de Operador de Dirac terd como objetivo criar operadores de primeira
ordem que quadrem para Laplacianos Generalizados, como comentado anteriormente, porém suas
generalizagbes também permitirdo interagir com quantizacGes mais sofisticadas e dentre outras
coisas estudar versoes mais gerais das Equagoes de Schrodinger vide [13], ao passo que a Equag¢ado
de Schrodinger € justamente uma dindmica nao relativistica.

1.2. Operador de Dirac Geométrico: Primeira Visao. Agora discutiremos uma defini¢ado
geral do Operador de Dirac fazendo um paralelo com o exemplo desta secao. Com isso ficard
explicito para onde nos encaminharemos nas proximas se¢oes e o motivo de estudarmos tais
estruturas. Esta discusséao é fortemente baseada no capitulo 11 de [I1], mas ao invés de comegar
com a modo mais geral, nos restringiremos ao dito Operador de Dirac Geométrico (vide , ele é
definido em Fibrados de Dirac(vide Defini¢ao , deles tiraremos nossos exemplos e aplicacoes,
como também as estruturas que aparecerao na Se¢ao [2l Para mais detalhes e generalizagoes de
Operadores de Dirac as notas [II] é uma fonte valiosa.

Apesar de Operadores de Dirac Geométricos serem gerais o suficiente para nossas necessida-
des a definigdo mais geral pode ser vista logo ao inicio de [I1], vale também notar que nao é
esperado que o leitor entenda estas definigdes de imediato, pois algumas das estruturas serao
definidas posteriormente, elas servem para mostrar o que esta por vir; mantendo o leitor com
onde queremos chegar em mente; e fazer um paralelo direto entre nosso exemplo protétipo da
Definigao com a Definigao que é nosso caso gera para que o leitor entenda a importancia
do exemplo e siga a teoria com mais naturalidade. Antes da defini¢do segue um paralelo direto
do exemplo construido com a defini¢do ap()sﬂ

Matrizes de Pauli multiplicadas por i, Cla(R) = H +— cev).
Multiplicagao de Matriz — ¢ (Produto de Clifford).
Fibrado Trivial, R? x C? +— E (Fibrado de Clifford/Espinorial).
Fungées de suaves R3 para C?, T(R3 x C?) — I'(E).
Operador de Dirac Defini¢do D= iaj% — D=coV.

Definigao 1.8. Um Fibrado de Dirac sobre uma Variedade Riemanniana Orientada (M, g) é
uma quadrupla (E, ( ,), V,¢), que satisfaz:

(1) E — M éum Fibrado Vetorial Complexo sobre M munido com uma métrica Hermitiana

(1)
(2) A Conexao V : X(M) x I'(M,E) — I'(M, E) & compativel com a estrutura Hermitiana

()
(3) E admite estrutura de Clifford (vide Definigao e ela é compativel com as estruturas
jé listadas, ou seja:

-FE é um Fibrado de Mdédulos de Clifford (Fibrado de Clifford, vide Defini¢ao . Ou
seja, ¢ 1 QY(M) — Endg(E) ¢ um morfismo de fibrados reais, tal que {c(v),c(u)} =
—2g(v,u)l. ﬁ

-Além disso, a Multiplicag¢ao de Clifford (vide Definigao c por vetores tangentes é
anti-adjunta fibra a fibra com respeito a estrutura Hermitiana.

-Por fim, pede-se que V¢ = 0; ou seja ¢ é covariantemente constante em relagao a VH

"Vale o comentario de que apesar de o paralelo feito na tabela ser correto, a construgao deste exemplo é mais
especifica do que meramente um Operador de Dirac, é o caso especial de um Dirac Espinorial ou Spin Dirac. Sendo
assim o modo mais preciso de representar H é como C£T(R?) = C¢4 (R), mas avaliei que fazer esta diferenciagio
neste esteja so traria mais confusao ao leitor.

8Note que a ultima relacdo, que usa o anti-comutador, é satisfeita por su(2) vide Proposigoes e

9A Equagdo Ve = 0 pode ser vista como: para quaisquer a € Q'(M), X € X(M),u € I'(E) Vx(c(a)u) =
c (V¥ a)u+c(a) (Vxu), em que VY denota a Conezdo de Levi-Civita em T*M.
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Assumindo que M admita uma Estrutura Spin (vide Defini¢ao [2.18]), pode-se notar que um
Fibrado Espinorial (vide Definigao 2.21)) é um Fibrado de Dirac, porém nem todo Fibrado de
Dirac admite Estrutura Spin como sera discutido no final da Secao [2] e na Secao [3

Com a defini¢ao de um Fibrado de Dirac podemos definir um Operador de Dirac canonicamente
no fibrado que serd o Operador de Dirac Geométrico. Com essa Definigao também fica claro
que objetos definiremos posteriormente, pois as condigoes (1) e (2) da definigdo entendemos
do estudo de Fibrados, mas precisamos entender essa estrutura de produto diferente vinda da
Algebra de Clifford e também as nocdes sobre Estrutura Spin e os Fibrados Espinoriais.

Definigao 1.9. Seja (E, (,), V) um Fibrado de Dirac sobre uma Variedade Riemanniana Orien-
tada (M, g). Entao existe um Operador de Dirac em E associado canonicamente com a estrutura
de Dirac dado porm
D=coV:T(E) ST (I"M ® E) 5 T(E)
Esse Operador de Dirac associado canonicamente a Estrutura de Dirac é dito Operador de
Dirac Geométrico.
Do ponto de vista local temos: dado um referencial local {e;} temos D = ), c(e;)V,, que pela

defini¢ao abstrata independe da escolha de referencial. Vale notar que a métrica Riemanniana g
em M nos permite uma identificacao entre I'(T*M @ E) e I'(TM ® E).

Veremos futuramente que nao s6 este Operador de Dirac Geométrico quadra para um La-
placiano Generalizado como também representa o Laplaciano somado de um resto que tera
interpretacoes Geométricas e nos permitird conectar Geometria e Topologia.

H4 uma gama de operadores que entram na definicdo de Operador de Dirac Geométrico,
veremos nas Segoes [2] e mas as estruturas Spin e correlatos sdo estruturas adicionais que
colocaremos sobre a variedade para definir um tipo ainda mais especial de Operador de Dirac
Geométrico que serd o Dirac Espinorial ou Spin Dirac. Nesse contexto, notar-se-a que o nosso
exemplo protétipo é um caso espinorial, o primeiro indicio disso é que a dlgebra de clifford
que aparece no Operador de Dirac ¢ H = C{(R?), porém nossa variedade ¢ R? isso ocorre
pois C(R3) = H @ H e com isso a parte par da dlgebra de clifford (Definicao [2.14)), denotada
por C¢T(R3), é isomorfa a H, dando assim a estrutura desejada, ao longo da construcao esses
comentarios farao mais sentido, eles sao colocados aqui para que o leitor veja a construcao
sabendo o que esperar. Segue uma breve esquematica da construgao do Spin Dirac.

Remark 1.10. O Operador Spin Dirac seré definido no Fibrado (complexo) Espinorial S = ﬁxspm
S (que generalizara nosso exemplo S = R3 x C?) e é um Fibrado Associado construido na Secao
Para isso usaremos os conceitos: Algebra de Clifford (Definigao , Grupo Spin ,
Representacao Espinorial p: Spin — Endc(S) (Em que S vide Definicao é o Espaco
Espinorial, espaco vetorial complexo que generaliza no nosso exemplo o espaco de espinores C?).
Por fim, um resumo esquematico da espinha dorsal da construcao sera:

e Dado V (que posteriormente sera V = T,M) construir Algebra de Clifford real C4(V),

Defini¢ao
e Definir C¢* (V) C C4(V) vide Definigao e dentro da subalgebra entender o Grupo
Spin.

e Analisar, de acordo com a paridade de diV a quem CZC(V), complexificagao de C¢(V')
8

Defini¢ao é isomorfo vide Proposic¢ao|2.§| (exemplo, no caso par CEC(V) = Endg(5)).
e Baseado no item anterior (que depende da dimensao) apresentar representagao p : Spin —

SU(S) € Endg(S), Definigao m

2. ESTRUTURAS PRELIMINARES

Aqui introduziremos algumas das principais estruturas necessarias para fazer sentido dessa
teoria. Para fins de brevidade e simplicidade do texto sera oferecida uma diagonal sobre a teoria,

10Aqui ¢ usada a equivaléncia da definicio de uma Conezdo Afim V como sendo V : X(M) x I'(E) — T'(E)
ou V:I'(E) = T(T"M ® E).
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muito serd omitido, incluindo certas demonstracoes. Para mais detalhes desta teoria recomenda-
se [7, 11, O] o primeiro contém uma exposi¢gdo mais amigavel e com certa riqueza de detalhes;
o segundo contém um exposicao sofisticada e detalhista e o terceiro favorece a brevidade na
exposigao, por fim a Tabela || e alguns comentarios também sdo baseados em [3]. O conceito
que amarra todas essas estruturas sao algebras tensoriais especificas as Algebras de Clifford (vide
Definicao que é o nosso primeiro assunto.

2.1. Algebras de Clifford. Para tratar de Algebras de Clifford nos apoiaremos no exemplo ja
construido na Secao (1}, mas primeiramente veremos uma série de definicoes abstratas.

Definicao 2.1. Seja m € Z,m > 0, a Algebra de CliffordE| C?p(R) é uma associativa sobre
R que é gerada pela unidade 1 e os elementos ey, ..., e, respeitando as seguintes relagoes:

el =—1, ejej=—eje;, i#j, 1<ij<m

De modo mais concreto, pode-se enxergar uma Algebra de Clifford como: seja T (V) dlgebra
tensorial de V', para espaco vetorial de dimensio m com produto interno (V, (,)), entdo a Algebra
de Clifford associada a V', C¢(V) = C¢,,(R), é dada por T (V') quocientado pelo ideal v @ v —
||v]|? para todo v € V. Entdo a multiplicacdo em C¢(V) respeita vw + wv = {v,w} = —2(v, w).

Com essa defini¢ao é possivel provar que o conjunto:

{Lei e [ir < <ip, 1 <1 <m}
¢ uma base para Cl,,(R), logo dim C,, = 2.

Exemplo 2.2. Primeiramente alguns exemplos basicos:
(1) Temos C/y(R) = R;
(2) Temos também C/?(R) = C, tal que e; = i.
(3) Por fim, temos também como ja citado na Secao [I| temos Cl3(R) = H, tal que e =i =
103; eg = j = i09; e1ea = k = 401, como visto na Proposicao [1.3

Apesar de o terceiro exemplo anterior ja ser interessante o suficiente para ter em mente, para
o leitor interessado todas as Algebras de Clifford Cl,,(R) foram explicitamente determinadas
(vide Tabela |1| retirada de [3])

Defini¢ao 2.3. Uma Representagio da Algebra de Clifford C/,,(R) em R" ou Repre-
sentacao de CY,,(R) de grau n, ¢ um morfismo de dlgebras:

p:Clp(R) - My(R) = End(R"), tal que p(1) = I.
Em que M, (R) é algebra de matrizes n por n com coeficientes na élgebra R. Naturalmente,
temos que duas representacoes p e p sdo equivalentes se existe A € GL,(R) tal que:

Ala) = Ap(z) A"

Segundo [3] temos que cada representacao de C,,(R) em R"™ é equivalente a uma que corres-
ponde ao conjunto de matrizes: Ey,..., E, em O(n) e anti-simétricas, tais que:

E} =-1, EE;=-E;E, i#j 1<ij<m

Segundo [3] segundo a Tabela [I| ndo s6 temos todas as Algebras de Clifford como também
Clm—1(R) tem uma representacao irredutivel de grau n se e somente se n = 6(m) segundo a
tabela.

Com esse nosso entendimento superficial de Algebras de Clifford ja temos o essencial para
definir um Fibrado de Clifford vide Definigao [2.4] e consequentemente entender a Defini¢ao [I.8]
Até agora, definimos uma generalizacdo do que as Matrizes de Pauli multiplicadas por i fazem
no exemplo da Segao [I] para um espago vetorial sobre R com produto interno, porém para
entender estruturas geométricas queremos relacionar isso com Variedades Riemannianas, entao

HOutas notagdes comuns sdo Cp, CL(R™) ou mais geralmente C(V) para V espaco vetorial sobre R de
dimensao m. Essa tltima sera utilizada posteriormente para facilitar a enxergar uma estrutura de Clifford em um
Fibrado, um Fibrado de Clifford vide Deﬁnigé.o
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Clm1(R)  o(m)
R
C

1

2

H 4
Ho H 4
8

8

8

M, (H)

My4(C)

Mg(R)
Mg(R) © Mg(R)
kE+8 Mg(Clp_1(R)) 166(k)

TABELA 1. Tabela com todas as Algebras de Clifford (Definigao e o grau de
suas Representagoes Irredutiveis (veja Definigao .

00~ O Uk w3

oo

nosso produto interno sera trocado pela Métrica Riemanniana e nosso Espaco Vetorial por um
Fibrado Vetorial, entdo em paralelo a Definicao teremos nossa FEstrutura de Clifford e nosso
primeiro grande exemplo.

2.2. Fibrados de Clifford e Operador de Hodge-deRham.

Definigao 2.4. Uma Estrutura de Clifford em um fibrado vetorial E sobre uma Variedade
Riemanniana (M, g) é um morfismo suave de fibrados ¢ : T*M ® E — E, tal que:

{c(&),c(n)} = —29(&,n)IE, VEn € QY(M),

Em que Ig é uma aplicacao que leva p € M em Ig, que ¢ a é a fungao identidade na fibra FE, e
para toda 1-forma a denotamos ¢(«) como o morfismo de fibrados c(«) : E — E dado por:

cla)u = cla,u), Yuel(E).

O morfismo ¢ é usualmente chamado de Multiplicagao de Clifford da Estrutura (de Clifford).
O par (Fibrado Vetorial, Estrutura de Clifford) é chamado Fibrado de Clifford.

Para facilitar a notagao de relacionar com Fibrados costumeiramente denotaremos as dlgebras
de Clifford por CL(V) para algum espago vetorial V.

Com isso, podemos ver a multiplicacio de Clifford ¢ como uma extensao da nossa represen-
tagao para os fibrados. Sabemos que toda Representacao dlgebra de Clifford pode ser encarada
como ortogonal, isso sera relevante para que ela se comporte bem com a métrica da variedade.
Construiremos agora alguns exemplos, que serao centrais de Fibrados de Dirac e seus operadores
como o Exemplo 2.5 que é o operador de Hodge-DeRham e o exemplo da Definigao 2:22] que é o
operador de Dirac Espinorial ou Spin Dirac, para esse segundo algumas estruturas ainda preci-
sam ser apresentadas, mas o primeiro sera feito a seguir. Os comentérios a seguir sao fortemente
baseados nas subsegoes de 11.1.5 até o final da se¢ao 11.1 de [11], para mais detalhes teoricos da
construcao recomenda-se olhar nesse livro.

De modo geral a construgdo consistem em escolher um Grupo de Lie G cuja representagao
p: G — GL(V) induza, de forma que o produto de Clifford ¢ : C{(V) — End(FE) seja invariante
pela agao de GG, uma representagao ortogonal p : G — GL(FE), usando ¢ da dlgebra de Clifford
CU(V) (Vale ressaltar que isso significa que nessa construgao a representagao da algebra de
Clifford ja é um dado, naturalmente ha uma gamma de representagées que poderia ter sido
escolhidas, um possivel lugar para escolhe-las é na Tabela , e entao queremos um G—fibrado
principal P tal que o Fibrado Associado P X,V seja isomorfo a T*MH Entao, sera possivel
construir £ = P x,, E satisfazendo as condi¢oes de um Fibrado de Dirac (vide Defini¢ao .

Exemplo 2.5. Para o Operador de Hodge-DeRham o grupo a escolher serda SO(V'). Vale notar
que como a ac¢ao do grupo preserva o produto interno, entao pela Defini¢ao [2.] temos que a a¢ao

12vale o comentario que isso pode nao ser possivel devido a obstrugoes topoldgicas.
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induz um automorfismo que preserva a inclusao V < C¢(V). Induzindo assim a representa¢ao
ortogonal:

c:CUV) — End (A®V)
tal que c¢ é invariante pela agao do grupo, ou seja:
c(g-v)(w) =g (c(v) (g_1 ‘w)), VYgeSO(V),veV,weAV

Desse modo sendo (M, g) Variedade Riemanniana, nosso Fibrado de Clifford sera construido
como Fibrado Associado ao SO—fibrado principal dos co-referenciais ortogonais orientados, visto
que E = A*V. As Conezdes sdo as escolhas usuais, no caso a Conexdao de Levi-Civita e suas
associadas. Com isso teremos o Operador de Dirac Geométrico em questao como o Operador de
Hodge-DeRham d + d*, mais sobre ele e algumas aplicagoes dele serao dadas na Segao

Agora nosso objetivo é introduzir o Operador de Spin Dirac ou Dirac Espinorial, porém antes
disso teremos de construir um pouco mais de teoria. Vale comentar que muitas das referéncias
irao além de definirdo ndo somente Spin, mas o Spin®, porém devida a tentativa de que estas
notas sejam uma introducao gentil a estas estruturas, essa tltima sera considerada como fora do
escopo do texto, apesar de exigir poucos adicionais tedéricos em relacao aos apresentados aqui.

Segundo [7, [IT] uma estratégia para conseguirmos o desejado é em cima da estrutura ja cons-
truida, aqui com o fibrado relativo a A*V, com P um SO-fibrado principal, é usar que se-
gundo Defini¢do o Spin(n) é recobrimento universal de SO(n) para n > 3 para gerar um

Spin(n)—fibrado principal P fazendo o seguinte diagrama comutar:
P
M

Aliado a isso estabeleceremos algumas condicoes para essa estrutura existir, visto que existirao
obstrugoes topoldgicas para isso. Consequentemente poderemos construir um Fibrado de Clifford
CU(P) com P = Fr(T'M) o fibrado dos referenciais em TM, que é SO(n)—fibrado principal,
como CU(P) = P Xgo(,) CLR™) e nosso fibrado espinorial £ sera dado por, supondo que M

P——

admita estrutura espinorial, P X gy (n) Sn em que P é um Spin(n)—fibrado principal e S, ¢ um
Espago Espinorial vide Definigao [2.9]

2.3. Espinores e Estruturas Spin. Por hora a breve discussao sobre Spin(n) em torno da
Definigao [I.4] sera suficiente, mas para facilitar a construgdo do Espago Espinorial S, é util
olhar para complexificacoes de Algebras de Clifford para estudar suas representacoes complexas,
segundo [I1] a teoria real é mais elaboradaﬁ

Definigao 2.6. Dada dlgebra de Clifford C4(V') define-se C’EC(V) == CUV) @ C como a
Algebra de Clifford Complexa, que é precisamente a complezificacio da dlgebra de Clifford.

Para favorecer a brevidade destas notas citaremos somente os principais resultados para o
melhor entendimento das estruturas e construgoes, mais detalhes podem ser vistos no capitulo
2 de [7] e no capitulo 11 de [II] que fazem abordagens ligeiramente diferentes. Pensando nos
nossos exemplos de dlgebra de Clifford temos:

Exemplo 2.7. Complexificaremos os exemplos béasicos anteriores:
(1) Temos Cﬁgj(R) =RerC=C.

13Essa construgdo também permite olhar para Spin®(n), porém como nestas notas nido abordaremos esta
estrutura trabalhar com a complexificagdo pode ser enxergado pelo leitor como mero trugque de Teoria de
Representacgoes.
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(2) Temos também, C/T(R) = C4(R) g C=C @ C
(3) Por fim temos, Cf5 (R) = C¢ (R?) g C = H®gr C que pode ser identificada com My (C).

Pode-se generalizar esses exemplos com um padrao, a Tabela [T] pode ajudar a visualizar isso,
através do seguinte resultado:

Proposicao 2.8. o Se dimpV =2n, CIE(V) = M (C).
e SedimgV =2n+1, CIE(V)= Mu(C)D Man(C)

Com a Proposicao em mdos, identificaremos a Algebra de Clifford Complexa para um
Espago Vetorial V' de dimensao real n, para n par, com End(C(Sn) e S, como dito antes serd o
Espago de Espinores, construiremos ele em sequida baseado em [7]:

Como dito acima tomaremos n = dimg V' par, n = 2m. Escolhendo uma orientacao para V,
ou seja, uma base ortonormal positiva e, . .., e,. EmV QC, consideremos o subespago W gerado
pela base de vetores da forma:

1 ) ,
nj ::ﬁ(egj_l—legj), jzl,...,m.

Se estendermos o produto escalar (-,-) para V ® C pela linearidade compleza, teremos

(Nisni)e =0 forall j
Logo,

(2.1) (w,w)c =0 forallweW

Pro fim, temos

VeC=WaeW,

tal que W € gerado pelos vetores nj = % (e2j—1 +ie;),j =1,...,m. Como temos Equagao

entio W € o espago dual W* de W com respeito a (-,-)c, ou seja, para todo w € W\{0},
existe um inico w' € W tal que ||w'|| =1 e

(w,w") . = [[w]].
Com isso define-se:

Definigcao 2.9. O Espaco Espinorial S é definido como a dlgebra exterior A*W de W, cons-
truido acima. Para V com dimensao real n pode-se denotar S, no lugar de S.

Para fazer a identificagao de C’EC(V) com Endg(S) definiremos uma representagao especifica
que fara isso.

Definicao 2.10. Vimos que v € V ® C pode ser escrito como v = w 4w’ com w € W,w' € W e
para s € S = AW, definimos:

p(w)s := v2e(w)s (= /2w A s, em que € denota o produto exterior.)

p(w)s:=—v2u(w')s (em que:(w') denota o produto interior; essa construcio faz sentido
tendo em vista a identificacio W com o espaco dual W* de W).

p se estende para todo CfC(V) pela regra p(vw) = p(v)p(w), p é uma representagio de

cC ).

Para os calculos de que essa representacgao e sua extensao estao bem definidas referencio Secgao
2.4 de [1].

Agora restringiremos a p da Definigao para o Grupo Spin, obtendo assim a representa¢do
espinorial, que nos permitird definir a estrutura desejada. Para isso, enxergaremos Spin(V)
dentro de C¢(V'), segundo [9]. Veremos primeiro duas defini¢oes preliminares.

Definigao 2.11. Seja C¢* (V) o grupo multiplicativo de unidades da algebra C¢(V).
Definimos o grupo Pin(V') como o subgrupo de C¢* (V') gerado por elementos da forma v € V
com |[v||? = 1.
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Definigao 2.12. Seja o anti-automorfismo a + af de C4(V), a Transposta de Clifford definida

na base €4, €qy - - - €q;, COMO:

k(k—1)
(€a;€as - ..eak)t = €qy, - - - Canfay (z (=1)" 2 eqs€ay--- eak> )

Em particular

1,se k é par

t
€aCan -+ Cap (Eay - .. € = .
oraz o (€ o) {—1, se k é impar

Também temos para todo a,b € CU(V)
(ab)t = b'a’

Remark 2.13. Com isso pode-se notar que por uma agao por conjugagao em V (¢ : Pin(V) —
O(V); p(a)v = aval) o grupo Pin(V) se projeta em O(V'), o grupo Spin(V') tera caracteristicas
semelhantes com SO(V'), como esperado da Defini¢ao . No caso, essa ¢ restrita a Spin(n),
para n > 3 serd um recobrimento duplo de SO(n), o recobrimento universal.

Note que toda Algebra de Clifford admite uma graduacdo com Zo = {£1}, isso se da pois
a algebra tensorial T (V) admite e ela passa para o quociente que define a algebra de Clifford.
Com isso, temos a decomposic¢ao:

Definigao 2.14. Com o comentario anterior temos que para qualquer algebra de Clifford C¢(V),
existe a seguinte decomposigao feita pela Zs-graduagao CL(V) = Cl+ @ CL~ (V).

Vale notar que C¢* (V) & subalgebra de C4(V) enquanto C¢~ (V) ¢ um moédulo sobre essa
subélgebra. Além disso, por defini¢ao, C¢* (V) corresponderé ao subalgebra gerada por elementos
de CY(V') de ordem par, ou seja, seja o um multi-indice, entao a base é da forma e, para || par.

Proposigao 2.15. Podemos definir de modo equivalente a[1.7) o Grupo Spin, porém agora para
todo n € N, Spin(V') como a intersec¢ao Pin(V) N C*(V), em outras palavras, como o Kernel
do morfismo de grupos Pin(V) — Zg induzido pela decomposicao CU(V) = CT (V) @ CL=(V)
vide Definigao [2.1]).

Agora veremos com isso alguns exemplos bésicos, primeiramente quem sao Spin(1) e Spin(2)
que nao haviam sido definidos na Definigao e por fim nosso exemplo de Spin(3) que foi visto
como relativo a H, justamente pois estavamos em R e C/(R?) 2 H ¢ H e C¢+(R3) = H.

Exemplo 2.16. (1) O grupo Pin(1) é o subgrupo de C gerado por +i. Entao, é o grupo
ciclico de ordem 4. O subgrupo Spin(1) é o Zy multiplicativo dentro de R.

(2) O grupo Pin(2) é o subgrupo de H gerado pelos circulos passando por j e k, ou seja,
por todos os elementos da forma cos(#)j + sin(f)k para § € S1. Ja o subgrupo Spin(2)
¢ a uniao de dois circulos, o circulo unitario do plano complexo e j vezes ele. Entéao,
Spin(2) = S*.

(3) O grupo Spin(3) = SU(2) = S3 que & isomorfo aos quatérnios unitarios, como esperéava-
mos da Defini¢do visto C¢+(R3) = H.

Entao nota-se que Spin(n) pode ser visto como grupo gerado pelo produto de uma quantidade
par de geradores de Pin(n), logo, é o grupo de todos os elementos a € Pin(n) tais que aa’ = 1.

Desse modo temos que Spin(V) C C¢T(V) c CUV) C CEC(V), entdo retornamos a repre-
sentacao p da Definigao e agora restringiremos ela para Spin(n) como ja era nosso objetivo.
E possivel decompor essa p em seus auto-espacos relativos aos auto-valores £1, tendo assim:

ot

SE .= AW

Definigao 2.17. Define-se a Representagao Espinorial como a restricdo de p na Definicao

para Spin(V).
Além disso, como Spin(V) deixa ST e S~ invariantes a representagdo em questdo nao é
irredutivel mas se decompoe nesses subespacos, de forma irredutivel@ Entao, as representacoes

My7ale o comentario que o produto por um elemento de C¢~ (V) troca entre ST e S™.
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restritas a ST e S~ sdo chamadas de Representagoes Metade Espinoriais ou em inglés Half
Spinor Representationﬁ

Com isso agora, definiremos estruturas espinoriais em variedades vide a Defini¢ao [2.18] que
entdo usaremos para entender o Fibrado Espinorial vide Defini¢ao [2.21] e entao por fim definir
um caso central de Operador de Dirac Geométrico o Operador de Dirac Espinorial ou Spin Dirac,
vide Definic¢ao [2.22

2.4. Fibrados Espinoriais e Operador de Dirac Espinorial.

Definigao 2.18. Uma Estrutura Spin em M é um fibrado principal P sobre M com fibras
Spin(n) cujo quociente em cada fibra pelo centro +1 é isomorfo ao Fibrado de Referenciais
Fr(TM) = P sobre M. Uma variedade Riemanniana com uma estrutura Spin fixa é dita
Variedade Spin. Em outras palavras, o diagrama abaixo comuta, como citado anteriormente:

|

M

Pp—

em que 7w é a projecdo dos respectivos fibrados e ¢ é o recobrimento duplo nao trivial ¢ :
Spin(n) — SO(n) em cada fibra como descrito na Observagao [2.13] Pode-se dizer também que
o Fibrado de Referenciais é levantado para um Spin(n) fibrado.

Remark 2.19. E importante ressaltar que existem Obstrugoes Topoldgicas para a existéncia dessa
estrutura dessa. Um modo cléssico, pois maior parte das referéncias faz este comentario através
desse método, de enxergar isso é pelas fungoes de transigao. Ou seja, dada (M",g) variedade
Riemanniana orientada temos P = Fr(TM) que é um SO(n)—fibrado principal cuja estrutura
pode ser dada por uma cobertura aberta {U,} e fungdes de transigao

Jop - Uag — SO(H)
satisfazendo condigoes de co-ciclo. B
Para uma variedade admitir estrutura de Spin precisamos conseguir levantar P para P, o que
implica na existéncia de funcoes de transicao

9ag : Uag — Spin(n)
satisfazendo condigoes de co-ciclo e também:

@(5@,8) = gaﬁvvavﬁ'
Para ¢ : Spin(n) — SO(n) o recobrimento duplo da Observacao Agora para analisarmos
a existéncia desse levantamento tomaremos uma cobertura trivializante ${ = {U, } para P que seja
uma Boa Cobertura, ou seja todas as multiplas interse¢oes sdo contrateis. Como as intersegoes
Uap sao contréteis, entao para todo g, existe ao menos uma extensao para g,g, com isso temos
a igualdade ¢ (gaB98yGva) = Japgpygra = I € assim deduzimos

€apy = gaﬁgﬁ'ygwoc € Ker Y= Zs.
Assim, levantar a informacao de colagem g,g para Spin(n) produz uma co-cadeia de Cech de
grau 2 do feixe trivial de Zo. Ou seja, a 2 co-cadeia:

(€o) : Uagy = €apy
Vale notar também que para quaisquer «, §,7,0 tais que Uygys 7 0.

5L embrando que half spin ocorre para dimensao par.
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€86 — €ans T €aps — €apy = 0 € Zs.

Em outras palavras, €, define um 2-cociclo de Cech, e entao define um elemento no Grupo de
Cohomologia de Cech H? (M, Zg).

E possivel ver que esse elemento ¢ independente das varias escolhas que feitas no processo (a
cobertura i, os dados de colagem g, € 0s seus respectivos levantamentos g,g), esse elemento é
intrinseco de P e é chamado de Segunda Classe de Stiefel-Whitney de M e denotada por wq(M).
Nota-se, entao que se wa(M) # 0 entdo M nao pode admitir estrutura Spin. Em adi¢do é possivel
provar que a reciproca também € verdadeira.

Vale também o breve comentario de que mesmo que a estrutura Spin exista ela pode nao
ser Unica, equivaléncia dessas estruturas é um tanto sutil e foge do escopo destas notas, para
referéncia olhar pagina 548 de [11]. Listarei agora brevemente exemplos tirados de [I1] e [7].

Exemplo 2.20. e Um variedade Riemanniana simplesmente conexa M de dimensao > 5
admite estrutura Spin se e somente se toda superficie compacta orientdvel mergulhada
em M possui fibrado normal trivial.

e Uma 4-variedade simplesmente conexa M admite estrutura Spin se e somente se o fibrado
normal Ny, de qualquer superficie compacta orientdvel mergulhada Y tem classe de Euler

par, ou seja
[ e
)
¢ um inteiro par.

e Toda superficie compacta orientdvel admite estrutura Spin, em particular se tem genus
g, entdo admite 229 estruturas.

e Pelo exemplo anterior S? admite somente uma tinica estrutura Spin, mais geralmente,
qualquer esfera S™ admite uma tnica estrutura Spin. (A existéncia é imediata do calculo
da Cohomologia de DeRham das esferas.)

e O produto de duas variedades que admitem estrutura Spin tem uma estrutura Spin
canonica. (Para a existéncia da estrutura Spin no produto pode-se usar a Formula de
Kiinneth, que funciona igual para DeRham desde que os coeficientes estejam em um
corpo, no caso estao em Zsy.)

e wy (RP") = 0 se e somente se n = 3(mod4), enquanto CP" admite estrutura Spin se e
somente se n é impar.

Finalmente, agora construiremos o tao esperado Fibrado Espinorial.

Deﬁmgao 2.21. Assumindo que M possui uma estrutura Spin P — M. Como a fibra Spin(n)

de P age no Espaco de Espinores (vide Deﬁmgao E Sy e para n par também no FEspaco de
Half Spmors (Vlde Definigao [2.17] “ St estravés das representag:oes espinorial e half spinor (vide
Definicao , podemos obter os Fibrados Associados Sy, S} sobre M com grupo de estrutura

Spin(n),

Sp = ﬁ X Spin(n) Sn, S% = ﬁ X Spin(n) Srfv

com

S, =S} ®S, para valores pares de n

Com isso, Sy, Sit sdo respectivamente Fibrado Espinorial (Complezxo) e Fibrado Metade
Espinorial (Complezo) [ou em inglés (Complexr) Half Spinor Bundle].

16para o leitor nio acostumado com essas ferramentas, recomendo as respostas, em especial a primeira, desta
pergunta do MathOverflow https://mathoverflow.net/questions/63519/coefficients-in-cohomology) 14 ha exemplos
concretos e simples sobre relacionar Cohomologia de Cech com existéncia de fibrados principais pelas condigoes
de co-ciclo.


https://mathoverflow.net/questions/63519/coefficients-in-cohomology
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Agora, definiremos uma Conezdo natural em S(M) que torna o Produto de Clifford covarian-
temente constante como desejado para que o fibrado seja um Fibrado de Dirac e entao teremos
nosso Operador de Dirac Geométrico conhecido como Spin Dirac.

Tome a Conexao de Levi-Civita V9 que pode ser vista como uma conexao para o SO(n)—fibrado
principal P. Além disso, podemos definir V¢ como a colegao de 1-formas a valores em so(n)
wa € Q! (Uy) @ s0(n) tal que

wg = g;ﬁldga,g + g;rglwaga,g em Up,g.

Considere o isomorfismo candnico de Algebras de Lie

s spin(n) — so(n)

Entdo a colecio @, = ;! (wy) define a conexdo V no fibrado principal ﬁ, e entdo via a
Representacdio Espinorial p define-se a Conexio V = V° no Fibrado Espinorial S(M).

Entao, (S(M), @) é um Fibrado de Dirac e cujo operador de Dirac é o Spin Dirac ®.
Definigao 2.22. O Operador de Dirac Geométrico associado ao Fibrado Espinorial Complexo é
® chamado de Spin Dirac ou Dirac Espinorial.

Quando a variedade M tem dimensao par, o operador é graduado. Logo, temos que, relativa
a decomposicao S = ST @ S™, o Spin Dirac ® tem a forma de blocos

0 o
°=[3 7]
em que J: C® (ST) — C*°(S™) é um operador de primeiram

Veremos mais detalhes e algumas aplicagoes sobre ele e sobre o Operador de Hodge-DeRham
na Segao [3]

3. OPERADOR DE DIRAC GEOMETRICO E APLICAGOES

Agora nesta ultima segdo veremos uma colegao de fatos e aplicagoes sobre Operador de Dirac
Geométricos, focados nos dois exemplos que construimos os operadores Hodge-DeRham e Spin
Dirac. Elas sao fortemente baseadas em [I1], [7] e também na apresentagao de slides de junho de
2007 do pesquisador Sebastian Montiel da Universidade de Granada [§].

3.1. Preliminares.

Definigao 3.1. Seja E um fibrado vetorial complexo de posto N sobre M, seja também (, ), uma
métrica Hermitiana e V uma Conezdo Unitdria com X (i, ¢) = (Vxi),d) + (Y, Vxp) 1, ¢ €
I'E),X € I'(TM), a conexao de Levi-Ciita e com isso podemos calcular um Hessiano Gene-
ralizado:

(V*) (X,Y) = VxVy ¢ — V(g,y)¥

Cuja parte anti-simétrica:

RE(X,Y)$ = (V) (X,Y) = (V) (Y, X)
é tensorial em 1. Note que R” é o tensor de curvatura de (E,V).
Definigcao 3.2. Define-se o Rough Laplacian comoﬁ

n
A:T(E)=»T(E) Ap=—-trV==> (V) (e e)
i=1
Para E = M x C,A é o Laplaciano usual.
76rdem cujo simbolo é dado pelo Produto de Clifford.

18y7ale notar que a partir daqui o simbolo A indicara o Laplaciano Geométrico, ou seja, o sinal -"estaré dentro
da formula, diferente do escrito na Se¢ao
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Remark 3.3. E possivel provar que os Operadores de Dirac Geométricos sao elipticos, com isso,
listaremos algumas propriedades tteis de Operadores Diferenciais Elipticos, para mais detalhes
sobre teoria de Operadores no contexto deste trabalho recomendo [2]. Seja L : T'(E) — I'(F') um
Operador Diferencial Eliptico tomando valores em segdes de dois fibrados vetoriais sobre uma
Variedade Riemanniana Compacta M:

e Sabe-se que ker L e coker L tem dimensao finita e o indice de L é definido por: ind
L = dimker L — dim coker L = dimker L — dimker L*, tal que L* : I'(F) — I'(E) é o
adjunto formal de L com respeito ao produto L?. Sabe-se que o indice depende s6 da
classe de homotopia de L. (Esses fatos sdo obtidos a partir de que operadores eliticos
sao Operadores de Fredholm ou podem ser estendidos para tal classe.)

e Se E = F e o operador L é L?-simétrico, entdo seu espectro é uma sequéncia de niimeros
reais com auto-espagos de dimensao finita e consiste de secoes suaves.

e Note que A é L2-simétrico ndo negativo, pois

| o) = [ (w50

para secoes de suporte compacto.

Agora voltando para os Fibrados de Dirac, prova-se com extensivos célculos (em [T}, [7]) que
a relagao entre um Operador de Dirac Geométrico D e o Rough Laplacian A vem do produto de
Clifford:

{c(X),c(Y)} =c(X)e(Y) 4+ c(Y)e(X) = -2(X,Y) XY el(TM)
que implica

Teorema 3.4. Seja D um Operador de Dirac Geométrico definido em um Fibrado de Dirac F,
cujo Produto de Clifford é c. Entdo vale a sequinte relagao:

n

1
2 E
D*=A+ g Z c(e;) c(e;) RE (e;,e)
2,7=1
Vale notar que isso € diretamente andlogo ao exemplo protdtipo inicial, vide proposicao [1.6}
em que nesse exemplo a variedade em questao tem curvatura constante 0.

Corolario 3.5. Consequéncias diretas do Teorema[3-4 sao:

e Tanto D? quanto D sdo elipticos. (Como comentado anteriormente.)
e Se a wvariedade M € compacta, entao D tem espectro real e discreto tendendo a +oo e
—00.

3.2. Operador de Hodge-de Rham. Agora retornaremos a nosso primeiro exemplo da Segao
o Operador de Hodge-de Rham no Exemplo Tome:

n
E=ne(M) = P (M(M) ® <c)
k=0
munido da métrica Hermitiana e Conezao de Levi-Civita vindas de (M, g)
A Produto de Clifford de forma explicita é:

(X)w = (é)ﬁ(X)w — (X)w +u(X)w X € D(TM),w e T (AL(M))

Tal que p é a extensdo da representacao da Definigao [2.10| para o fibrado de Clifford fibra a
fibra. Consequentemente, usamos a métrica Riemanniana de (M, g) para identificar se¢oes de
T*M e TM e assim podemos enxergar € como produto exterior e ¢ como produto interior, como
na Definigao [2.10]

Entao (A&(M), (,),V,c¢), é Fibrado de Dirac de posto N = 2" e o Operador de Dirac D, que
serd Hodge-de Rham, satisfaz:
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n n
D elei) AVe, =Y 1ei)Ve, =d+d* D* = A,
i=1 i=1
Com isso enunciaremos alguns resultados:

D

Teorema 3.6. (Teorema de Hodge-de Rham) Se M €é compacta,

ker D = ker A = H*(M,R) @Hk M,R)

Como neste caso o calculo do tensor de curvatura RF é simples para 1-formas temos o seguinte
proposicao:

Proposigao 3.7.

/M\(d—i—é)w\Q _ /M Vw2 +/M Ric(w,w) w € To (AL(M))

que nos permite concluir o seguinte teorema classico:

Teorema 3.8. (Teorema de Bochner) Se M é Variedade Riemanniana Compacta com curvatura
de Ricci positiva, entdo nao existem I1-formas harmonicas ndo tm’vmiﬂ em M. Consequente-
mente, o primeiro numero de Betti de M € nulo.

Para mais detalhes sobre formas harmoénicas recomendo capitulo 3 de 7], em especial a se¢ao
3.4 em que ele relaciona formas hamoénicas com Classes de Cohomologia, dando significado a
dltima afirmacao do Teorema de Bochner, pois ld é provado que cada Classe de Cohomologia de
uma variedade compacta admite somente uwma forma harmonica.

Seguindo nessa mesma linha temos outro resultado interessante que usa informagoes geomé-
tricas. Considere no caso acima w = df para um fungao suave f, entao

[ 1ase= [ (9P + [ Rieer v

Teorema 3.9. (Teorema de Lichnerowicz-Obata) Seja M uma Variedade Riemanniana Com-
pacta de dimensao n cuja curvatura de Ricci satisfaz Ric > Ricgn (1) = n—1 Entao, os auto-valores
nao nulos \ do Laplaciano de M agindo em funcionais satisfaz A > n A igualdade é obtida se e
somente se M € isomélrica a esfera unitdria n dimensional. Para obter a igualdade resolve-se a
Equacao de Obata:

e assim temos:

v2f = _f<7>
O operador de Hodge-de Rham nao preserva o grau das formas, mas preserva a sua paridade,

naturalmente um Fibrado de Dirac e o se Operador de Dirac herdam a Zo graduacao da Estrutura
de Clifford. Entao:

d=D" =D |pp+@ry) 4" =D" =D |pn-(any
Ambos s@o operadores elipticos e um é adjunto do outro.
Com isso temos um primeiro resultado de indice:

Teorema 3.10. ind Dt = dimkerD" —dimkerD™ =", | bp(M) — >, bp(M) = x(M)

ind DV = /M e(M)

Por fim, é valido comentar que a partir desse teorema anterior tem-se o inicio do caminho
para provar o Teorema de Chern-Gauss-Bonnet usando o Teorema do Indice de Atiyah-Singer,
demonstracao essa que foge do escopo destas notas, mas pode ser encontrada na secao 3.2 de
[12].

Formas Harménicas sdo formas w tais que Aw = 0.
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3.3. Operador de Spin Dirac. Agora estudaremos um pouco mais o nosso operador Spin
Dirac © construido no fibrado espinorial S na Definigao [2.22] Usando o Teorema [3.4] para o Spin
Dirac, segundo contas da pagina 551 de [II] que usam o formula de © explicita e a Identidade
de Bianchi, conclui-se o resultado:

Teorema 3.11. (Formula de Lichnerowicz) Se ® é o Operador de Dirac em um Fibrado Espi-
norial entdo,

1
D= A+ e
Em que S € a Curvatura Fscalar de M.

A definicao de Espinor Harmonico é analogo a de Formas Harmonicas, sdo segoes 1 € I'(S)
tais que ©%¢ = 0.

Seguindo com o paralelo com os resultados apresentados na Subsegao [3.2] temos a seguinte
conta. Dado ¢ € T'(S), para M wvariedade Spin Compacta, temos:

[ ok = [ vk g [ s

E entdao temos o Corolario da Formula de Lichnerowicz [B. 11k

Corolario 3.12. (Teorema de Lichnerowicz) Se M € uma variedade Spin Compacta com curva-
tura escalar postiva, entdo nao existem espinores harmonicos nao triviais em qualquer estrutura
Spin em M. Se a condi¢ao de curvatura for enfraquecida para Curvatura Escalar ndo negativa,
tem-se que todos os Espinores Harmonicos devem ser Paralelos, ou seja Vi = 0.

Esse ultimo corolario ¢ um analogo do Teorema de Bochner [3.§ para o Spin Dirac,

Na Definigao [2:22] define-se a decomposi¢ao do Spin Dirac em blocos usando a decomposigao
da FEstrutura de Clifford, com isso temos semelhantemente ao caso do Operador de Hodge-de
Rham decomposto em 7+ e =", a decomposicao do Spin Dirac pode ser vista como d = DT e
0" = D~ e ambos também sao elipticos e podem se estender para serem de Fredholm, além disso
também sao um o adjunto do outro.

Com isso, pode-se notar que assim o indice de ® nao possui informagao Topologica e ind ® = 0,
porém como no caso de Hodge-de Rham o indice de ® T possuira informacoes interessantes, por
vezes na literatura ®T é chamado de Spin Dirac ao invés de ® como feito nestas notas.

Enunciaremos agora o Teorema do Indice de Atiyah-Singer e tentaremos analisar consequéncias
simples dele para Spin Dirac.

Teorema 3.13. (Teorema do Indice de Atiyah-Singer para Spin Dirac) Seja S = E o Fibrado
Espinorial sobre uma variedade M e ® o Spin Dirac, entdo temos que:

ind F = / A(M)
R M
tal que A(M) = A(p1(M),...,pr(M)), satisfazendo a sequinte equagao

k
A(plvapk):H yj

; Y5
i 2 sinh 5

0s y; sao 2-formas que aparecem nas diagonais secunddrias da Forma Candnica de Jordan da
Curvatura, tem-se que se oy for o k-ésimo polindmio simétrico elementar temos,

2 2
0y (ylv'--vyk) =Pj
em que p;(M) € HY(M,Z) sio as Classes de Pontrjagin de M.
Corolario 3.14. Suponha M 4-Variedade Spin, entdo para toda estrutura Spin, temos que o

operador Spin Dirac respectivo ® satisfaz:

1
ind DT = —— p1(M
21/, (M)
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Proposicao 3.15. Se M wariedade Spin Compacta de dimensao par, temos que o /l—genus
definido por:

€ um nteiro.

Com isso, pode-se usar o Corolério para provar que mais uma consequéncia pode ser
incluida no enunciado do corolario, o fato de que se dimM = 4k, entao A(M )=0.

Por fim, citaremos resultados que nos dao informagoes sobre o Espectro do Spin Dirac, um
deles anélogo ao Teorema de Lichnerowicz-Obata que falava sobre Espectro do Laplaciano

Teorema 3.16. (Teorema de Friedrich) Seja M uma variedade Spin compacta de dimensao n
cuja curvatura escalar satisfaz S > Sgn(1y = n(n — 1). Entdo, os auto-valores A do Operador de
Spin Dirac para qualquer estrutura Spin de M satisfaz |A\| > 5

Teorema 3.17. (Teorema de Bdr) Se M é uma Superficie Spin compacta de genus zero e A € o
um auto-valor do respectivo Operador de Spin Dirac, entao

47

Y= a0n

tal que A(M) é a drea da superficie M
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